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CAPÍTULO I 










Nocóes e 
Proposições 
Primitivas 






I. Noções primitivas 


1. Asnoções (conceitos, termos, entes) geométricas são estabelecidas por meio 
de definição. 

As noções primitivas são adotadas sem definição. 

Adotaremos sem definir as noções de: 





De cada um desses entes temos conhecimento intuitivo, decorrente da ex- 
periência e da observação. 
2. Notação de ponto, reta e plano 

a) Com letras 


Ponto — letras maiúsculas latinas: A, B, C, ... 
Reta — letras minúsculas latinas: a, b, c, ... 
Plano — letras gregas minúsculas: o, 6, y, ... 


NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS 


b) Notações gráficas 


U 





O ponto P. A reta r. O plano o. 


П. Proposições primitivas 
3. As proposições (propriedades, afirmações) geométricas são aceitas me- 
diante demonstrações. 

As proposições primitivas ou postulados ou axiomas são aceitos sem de- 
monstração. 


Iniciaremos a Geometria Plana com alguns postulados relacionando o pon- 
to, a reta e o plano. 


4.  Postulado da existência 





A expressão “infinitos pontos” tem o significado de “tantos pontos quan- 
tos quisermos”. 

A figura ao lado indica uma reta 
reos pontos A, B, P, R, Se M, sendo 
que: 

А, Be P estão em r ou a reta r pas- 
sa por A, B e P, ou ainda 


ПС РДЕ г. Р © г; 





К, S e M nào estáo ет г ou r nào 
passa por R, 5 e M, ou ainda 


RErS€Er МЄ г. 


NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS 


5. Posições de dois pontos e de ponto e reta 


Dados dois pontos A e B, de duas A.B 
uma: 


ou A e B sáo coincidentes (A = B) 


(é o mesmo ponto, um só ponto, com 


dois nomes: A e B) А B 
ou 4 e B são distintos. (A z B) 
Dados um ponto P e uma reta r, 
de duas uma: P 
ou o ponto P está na reta г A A 
(a reta r passa por P) (P € r) 
PEF 


ou o ponto P não está na reta r 
(a reta r não passa por P) 


рё ғ (P € r) 
6.  Pontos colineares sáo pontos que pertencem a uma mesma reta. 
В ч r : : 5 
A AAA 
Os pontos А, Be C são colineares. Os pontos R, Se T não são coli- 


neares. 


7. Postulado da determinação 


a) Da reta 


Dois pontos distintos determinam uma única (uma, e uma só) reta 


que passa por eles. 





Os pontos 4 e B distintos deter- 
minam a reta que indicamos por AB. 
(А =В,АЄг,ВЄг) => г = АВ айын. pn шш: 


А expressáo duas retas coinciden- 
tes é equivalente a uma única reta. 


NOÇÕES E PROPOSIÇÕES PRIMITIVAS 


b) Do plano 





Os pontos A, Be C náo colinea- 
res determinam um plano o que indica- 
mos por (4, B, C). 

O plano a é o único plano que pas- 
sa por A, B e C. 





8. Postulado da inclusão 





| Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entáo a reta está 
contida nesse mesmo plano. | 





(А. В,г = Aca BEG LCA 


=. 
Dados dois pontos distintos А е В de um plano, a reta г = АВ tem 
todos os pontos no plano. 


9. Pontos coplanares são pontos que pertencem a um mesmo plano. 
Figura é qualquer conjunto de pontos. 
Figura plana é uma figura que tem todos os seus pontos num mesmo plano. 
A Geometria Plana estuda as figuras planas. 


10. Retas concorrentes 
a) Definição 
Duas retas são concorrentes se, e 


somente se, elas têm um único ponto 
comum. 





NOÇÕES E PROPOSIÇÕES PRIMITIVAS 
b) Existéncia 


Usando o postulado da existéncia 
(item 4), tomemos uma reta r, um pon- 
to Pemr (P € r) eum ponto Q fora 
de r (O € r). 


Os pontos P e Q são distintos, pois 
um deles pertence a r e o outro não. 





Usando o postulado da determinação (item 7a), consideremos a reta s de- 
—— 
terminada pelos pontos Pe O (s = PO). 


As retas re s sáo distintas, pois se coincidissem o ponto O estaria em r 
(e ele foi construido fora de r), e o ponto P pertence ás duas. Logo, 


res são concorrentes. 


EXERCÍCIOS 





1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Por um ponto passam infinitas retas. 
b) Por dois pontos distintos passa uma reta. 
c) Uma reta contém dois pontos distintos. 
d) Dois pontos distintos determinam uma e uma só reta. 
e) Por três pontos dados passa uma só reta. 


2. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Três pontos distintos são sempre colineares. 
b) Três pontos distintos são sempre coplanares. 
c) Quatro pontos todos distintos determinam duas retas. 
d) Por quatro pontos todos distintos pode passar uma só reta, 
e) Três pontos pertencentes a um plano são sempre colineares. 


NOÇÕES E PROPOSIÇÕES PRIMITIVAS 


3. 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Quaisquer que sejam os pontos А e B, se А é distinto de B, então existe uma 
reta a tal que A € a e B € a. 


b) Quaisquer que sejam os pontos Pe О e as retas r e s, se P é distinto de О, e 
P e О pertencem ás retas re 5, então г = s. 


c) Qualquer que seja uma reta r, existem dois pontos A e B tais que A é distinto 
de В, com 4 E re B Er. 


d) Se 4 = B, existe uma reta r tal que 4, BE r. 


4. Usando quatro pontos todos distintos, sendo três deles colineares, quantas retas 


5. 


podemos construir? 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Duas retas distintas que têm um ponto comum são concorrentes. 
b) Duas retas concorrentes têm um ponto comum. 


c) Se duas retas distintas têm um ponto comum, então elas possuem um único pon- 
to comum. 


- CAPÍTULO Il 






Segmento de Reta 


Conceitos 


11. A noção estar entre é uma noção primitiva que obedece aos postulados 
(ou axiomas) que seguem: 


Quaisquer que sejam os pontos 4, Be P: 
1) Se P está entre A e B, entáo A, Be P sáo colineares; 
2) Se P está entre 4 e B, então 4, B e P são distintos dois a dois; 


3) Se P está entre A e B, entào A nào está entre P e B nem B está entre 
Аер; 


e ainda 


4) Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A é distinto de B, entáo exis- 
te um ponto P que está entre A e B. 


SEGMENTO DE RETA 


12. Segmento de reta — definicao 





Assim, dados A e B, A = B, o segmento de reta AB (indicado por AB) é o 
que segue: 


AB = (A, В| U [XIX está entre A e В! 


Os pontos A e B sáo as extremidades do segmento AB e os pontos que 
estáo entre A e B sáo pontos internos do segmento AB. lh 

Se os pontos А е B coincidem (А = B), dizemos que o segmento AB ёо 
segmento nulo. 


13. Semi-reta — definicáo 


. Dados dois pontos distintos A e B, a reuniáo do segmento de reta 
AB com o conjunto dos pontos X tais que B está entre A e X é a semi-reta 


AB (indicada por AB). 





O ponto A é a origem da semi-reta AB: 


A B X r 


— — E A 
AB = АВ О [XIB está entre A e Х| 
1 А * -— — Par ж в 
Se A está entre B e C, as semi-retas AB e AC são ditas semi-retas opostas. 


AB AC 


SEGMENTO DE RETA 


14. Resumo 


Considerando dois pontos distintos 4 e B, temos: 


——= 
A reta AB: A AR ee e 
A B 
O segmento AB: s 2 
* — a 
A semi-reta AB (ou Aa”): A: CES 
A semi-reta oposta a AB 
(ou semi-reta Aa"): A 
* — А 
A semi-reta BA (ou Ва”): а” 
a 
* е А E 
A semi-reta oposta a BA 
(ou semi-reta Ba”): 2 
B 
semi-reta Aa'' semi-reta AB = Aa' 
a” B a 
a AN aee 
.. segmento AB 
semi-reta BA — Ba" semi-reta Ba' 


Notamos ainda que: AB - AB (1 BA. 


15. Segmentos consecutivos 


Dois segmentos de reta sáo consecutivos se, e somente se, uma extremi- 
dade de um deles é também extremidade do outro (uma extremidade de um 
coincide com uma extremidade do outro). 





E R 
M N P 
: 
A C 5 
AB e BC são ММ e NP sáo RS e ST sáo 
consecutivos consecutivos consecutivos 


SEGMENTO DE RETA 


16. Segmentos colineares 


Dois segmentos de reta são colineares se, e somente se, estão numa mes- 
ma reta. 








A BE D M N P R T S 


AB e CD sào colineares MN e NP sào colineares RS e ST sáo colineares 
(nào sáo consecutivos) (e consecutivos) (e consecutivos) 
17. Segmentos adjacentes 


Dois segmentos consecutivos e colineares sào adjacentes se, e somente se, 
possuem em comum apenas uma extremidade (nào tém pontos internos comuns). 





M N P R T S 
MN e NP sào adjacentes (sào con- RS e ST nào sáo adjacentes (sáo con- 
secutivos colineares, tendo somente secutivos colineares e além de 5 tém 
N comum) outros pontos comuns) 
MN N NP = (NJ) RS N ST = ST 


18. Congruéncia de segmentos 


A congruéncia (símbolo: =) de segmentos é uma nocáo primitiva que sa- 
tisfaz os seguintes postulados: 

1) Reflexiva. Todo segmento é congruente a si mesmo: AB = AB. 

2) Simétrica. Se AB = CD, então CD = AB. 

3) Transitiva: Se AB — CD e CD = EF, entào AB = EF. 


C 


10 


SEGMENTO DE RETA 








4) Postulado do transporte de segmentos 





Dados um segmento 4B e uma se- м 
mi-reta de origem A”, existe sobre esta e——1— ^ | 
semi-reta um único ponto B' tal que | 


A'B' seja congruente a AB. ч рыс 


19. Comparação de segmentos 


Dados dois segmentos AB e CD, pelo postulado do transporte podemos 


obter na semi-reta AB um ponto P tal que AP = CD. Temos trés hipóteses a 
considerar: 


12) 21) 3.) 





— 1) O ponto P está entre А e В. Neste caso, dizemos que AB é maior que 
CD (AB > CD). 


= 2:) О ponto P coincide com B. Caso em que AB é congruente a 
CD (AB = CD). 


3º) O ponto B está entre А e P. Neste caso, dizemos que AB é menor 
que CD (AB « CD). 


11 


SEGMENTO DE RETA 


20. Adicao de segmentos 


Dados dois segmentos AB e CD, tomando-se numa semi-reta qualquer 
de origem R os segmentos adjacentes RP e PT tais que 


RP = AB e PT = CD, 
dizemos que o segmento RT é a soma de AB com CD 


RP — AB 
Р РТ = СО 
1 

RT = АВ + CD e também RT = RP + PT 
O segmento RS, que é a soma de n segmentos congruentes a AB, é múl- 


tiplo de AB segundo n (RS = п. AB). Se RS = п. AB, dizemos que AB é 
submúltiplo de RS segundo n. 


2 
> 
с 


21. Ponto médio de um segmento 


a) Definição 


Um ponto M é ponto médio do 
segmento AB se, e somente se, M está 
entre 4 e B e AM = MB. 


M E AB e MA = MB 
b) Unicidade do ponto médio 


Se X e Y distintos (X z Y) fossem pontos médios de AB, teríamos 


АХ = XB (1) е AY = YB (2) 





X B 
12 
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X está entre A e Y — AY > AX 


e CV Æ AY > АХ = ХВ > YB, одие 
Y está entre Xe В => ХВ > YB é absurdo, de acordo com (2) 
ou 
Y está entre A e X => AX > AY ОО С 
e VA AX>AY=YB > ХВ, одо 
X está entre Уе В => YB > ХВ é absurdo, de acordo com (1) 


Logo, o ponto médio de AB é único. 


c) A existéncia do ponto médio está provada no item 56. 


22. Medida de um segmento — comprimento 


A medida de um segmento AB será indicada por m (AB) ou simplesmen- 
te por AB. 

A medida de um segmento (nào nulo) é um nümero real positivo associa- 
do ao segniento de forma tal que: 

1?) Segmentos congruentes têm medidas iguais e, reciprocamente, seg- 
mentos que tém medidas iguais sáo congruentes. 


Lond 


AB = CD = m(AB) = m(CD) 
2º) Se um segmento é maior que outro, sua medida é maior que a deste 
outro. 
AB » CD = m(AB) » m(CD) 
3º) A um segmento soma está associada uma medida que é a soma das 
medidas dos segmentos parcelas. 
RS = AB + CD <> m(RS) = m(AB) + m(CD) 
À medida de um segmento dá-se o nome de comprimento do segmento. 


Em geral, associa-se um nümero (medida) a um segmento estabelecendo 
a razáo (quociente) entre este segmento e outro segmento tomado como unidade. 

O segmento unitário usual é o metro (m). Seus mültiplos — decámetro 
(dam), hectómetro (Am) e quilómetro (km) — ou submúltiplos — decímetro 
(dm), centímetros (cm) e milímetro (mm) — também são utilizados. 


23. Nota 


A congruência, a desigualdade e a adição de segmentos, aliadas ao postula- 
do de Eudóxio-Arquimedes (Eudóxio: 408-355 a.C.; Arquimedes: 278-212 a.C.), 
cujo enunciado é: 


13 
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** dados dois segmentos, existe sempre um múltiplo de um deles que su- 
pera o outro””, permitem-nos estabelecer a razáo entre dois segmentos quais- 
quer. Podemos entáo medir um deles tomando o outro como unidade de com- 
primento. 


24. Distáncia entre dois pontos 
a) Distáncia geométrica 


Dados dois pontos distintos A e B, 
a distáncia entre A e B (indicada por 
da в) é o segmento АВ ou qualquer 
segmento congruente a AB. 





b) Distáncia métrica 


Dados dois pontos distintos A e B, a distáncia entre A e Bé a medida 
(número, comprimento) do segmento AB. 

Se A e B coincidem, dizemos que a distância geométrica entre 4 e Bé 
nula e a distância métrica é igual a zero. 





C d 

) ) x —3 

A P B A ARO 

ESA AD — SÉ ЕТЕ E == 
х + З X 2X 
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7. Determine x, sendo M ponto médio de AB: 


10 


12 


13. 


a) 





a) 








b) 














9 2x —3 

b) 
A P B Q 
e—a Ai — 

X 11 x F1 

b) 
A M В Р 
а-ар 
к" CX y 

4x — 5 


. Quantas semi-retas há numa reta, com origem nos quatros pontos А, B, Ce D 


da reta? 


Trés pontos distintos de uma reta quantos segmentos distintos podem determinar? 


. Quantos segmentos há que passam pelos pontos A e B distintos? Quantos há com 


extremidades А e B? 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 


a) Se dois segmentos sáo consecutivos, entào eles sào colineares. 
b) Se dois segmentos sáo colineares, entáo eles sào consecutivos. 
c) Se dois segmentos sào adjacentes, entào eles sào colineares. 
d) Se dois segmentos sáo colineares, entáo eles sáo adjacentes. 
e) Se dois segmentos sào adjacentes, entào eles sào consecutivos. 
f) Se dois segmentos sáo consecutivos, entào eles sáo adjacentes. 


15 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


21. 


Z4. 
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O segmento AB de uma reta é igual ao quíntuplo do segmento CD dessa mesma 
reta. Determine a medida do segmento AB, considerando como unidade de medida 
a quinta parte do segmento CD. 


P, A e B são trés pontos distintos de uma reta. Se P está entre A e B, que relação 
deve ser válida entre os segmentos PA, PB e AB? 


P, Qe R sáo trés pontos distintos de um reta. Se PQ € igual ao triplo de 
OR e PR = 32 cm, determine as medidas dos segmentos PO e QR. 
Solução 


Temos duas possibilidades: 





1%) O está entre Pe R 2º) R está entre Pe Q 
3x X 32 X 
— ———— r-————— rn —— р e ss 
Peq ed 
— R P a Q 
32 3x 
3x + x = 32 = х= Ax = 32 4 X = х= 16 
PQ = 24 OR = 8 РО = 48 ОК = 16 


Resposta: РО = 24 ст е ОК = 8 ст ou РО = 48 сте ОК = 16 cm. 


Os segmentos AB e BC, BC е CD sáo adjacentes, de tal maneira que AB é o 
triplo de BC, BC ё o dobro de CD, e AD = 36 cm. Determine as medidas dos 
segmentos AB, BC e CD. 


sejam P, A, Q e B pontos dispostos sobre uma reta r, nessa ordem. Se PA e QB 
sao segmentos congruentes, mostre que PO e AB sáo congruentes. 


Se A, B e C sáo pontos colineares, determine AC, sendo AB = 20 cm e 
ВС = I2 cm. 


AB e BC são dois segmentos adjacentes. Se AB ёо quíntuplo de BCe AC = 42cm, 
determine AB e BC. 


Sendo AB e BC segmentos colineares consecutivos, AB o quádruplo de BC e 
AC = 45 cm, determine AB e BC. 


Numa reta r, tomemos os segmentos AB e BC e um “ponto P de modo que AB 
seja o quintuplo de PC, BC seja o quádruplo de PC e AP = 80 cm. Sendo 
M e N os pontos médios de AB e BC, respectivamente, determine MN. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


SEGMENTO DE RETA 


Sejam quatro pontos A, B, C, D dispostos sobre uma mesma reta r, nessa ordem, e 


tais que AB e CD sejam congruentes. Demonstre que os segmentos AD e BC 
tém o mesmo ponto médio. 


Sejam quatro pontos А, В,С, D dispostos sobre uma mesma reta, nessa ordem,e tais 
que os segmentos AC e BD sejam congruentes. Demonstre que os segmentos 
ABe CD são congruentes e que os segmentos BC e AD têm o mesmo ponto médio. 








Sejam M e N os pontos médios, respectivamente, dos segmentos AB e BC, con- 
tidos numa mesma reta, sendo AB = BC, com A # C. Demonstre que MN é con- 
gruente a AB. 





Dados trés pontos A, B, C sobre uma mesma reta, consideremos M e N os pon- 
tos médios dos segmentos AB e BC. Demonstre que MN é igual à semi-soma ou à 
semidiferenca dos segmentos AB e BC. 


Seja AB um segmento de reta e M o seu ponto médio. Consideremos um ponto P 
entre os pontos M e B. Demonstre que PM é dado pela semidiferenca positiva entre 


PA e PB. 
Solução 
X 
Indicando a medida de AB por A M Р B 
Ф 
2a e a de РМ por х, temos: E 2 imei cune EI 
3 a 
РА = а + х S 3 PA — PB 
Pill РВ = 2х = x=- > 
Bs PA > PB 


Consideremos sobre uma reta r um segmento fixo AB e um ponto móvel P. Seja 
M o ponto médio de AP e N o ponto médio de BP. O que podemos dizer a res- 
peito do segmento MN? 


CAPÍTULO Ш 






Ángulos 


I. Introducáo 


25. Região convexa 


Um conjunto de pontos X é convexo (ou é uma região convexa) se, e so- 
mente se, dois pontos distintos quaisquer A e B de E sáo extremidades de um 
segmento AB contido em У, ou se E é unitário, ou se E é vazio. 


Exemplos 
1) Uma reta r é um conjunto de pontos convexo, pois 


— — a] — 
A B r 


VÀ, VB, V(AH=—B,AETr,BEr => AB C 1) 


2) Um plano a é uma região convexa, pois, se 4 e B são dois pontos dis- 
tintos de с, o segmento AB está contido em a. 





МА, VB, Уо (А = В, А Ea, В Є а => AB са => AB C a) 
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3) Um segmento de reta também é uma figura convexa: 


R A B S 


vA, VB, ¥RS (A # В, AC RS, В Є RS = АВ с RS) 
4) Temos a seguir trés figuras ainda nào definidas que sáo convexas: 


» 2, L 





AB C X, AB C E, ABC EL 
região convexa conjunto de pontos convexo figura convexa 


26. Se uma região não é convexa, ela é uma região cóncava. 
Exemplos 


ҮҮ Жш T 





AB q Y' AB cg X" AB q X'" 
L' é côncava L” é côncava L” é uma região cóncava 
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27. Postulado da separação dos pontos de um plano 


Uma reta r de um plano o separa este plano em dois conjuntos de pontos 
a” e a” tais que: 


22 Te ER 
E | ч tf A 


b) a eo ' são. convexos. 
c A€ o^, B € o” => АВ Пг As 





Os pontos de œ que nào pertencem à reta r formam dois conjuntos tais que: 

e cada um deles é convexo e mn 

e se Á pertence a um deles e B pertence ao outro, entáo o segmento AB 
intercepta a reta r. 


28. Semiplano — definição 


Cada um dos dois conjuntos (а e œ”) é chamado semiplano aberto. 
Os conjuntos r U а’ er U a” são semiplanos. 

A reta r é a origem de cada um dos semiplanos. 

a e a” são semiplanos opostos. 


П. Definições 


. 29. Chama-se ángulo à reuniáo 
de duas semi-retas de mesma ori- 


gem, nào contidas numa r mesma 
reta (nào colineares). 





AÓB = OA U OB 


O ponto O é o vértice do ângulo. 


As semi-retas OA e OB são OS 
lados do ângulo. 


30. Interior do ângulo AÓB é a interseção de dois semiplanos abertos, a saber: 
E 
oc, com origem па reta OA e que contém o ponto B e 
B, com origem em OB e que contém o ponto A. 
Interior de AOB = o, N f. 
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O interior de um ángulo é convexo. 
Os pontos do interior de um ángulo sáo pontos internos ao ángulo. 


A reuniáo de um ángulo com seu interior é um setor angular ou ángulo 
completo e também é conhecido por “ângulo convexo”. 


“e” T 
. fi К .. AM 
E „^^ @, es. m 
to, bo duo a 
a UE B. 2 
3 T Cs ert Ni 
e ; ~ 
\ + В, b cfe 
“ы a” BST 


31. Exterior do ángulo AÓB éo conjunto dos pontos que náo pertencem nem 
ao ángulo AOB nem ao seu interior. 


O exterior de AÓB é a reunião de dois semiplanos abertos, a saber: 

oa, com origem na reta OA e que não contém o ponto B (oposto ao a, ) e 

В, com origem na reta OB e que não contém o ponto А (oposto ao 8,). 

Exterior de АОВ = о, U f,. 

O exterior de um ángulo é cóncavo. 

Os pontos do exterior de um ângulo são pontos externos ao ângulo. 

A reunião do ángulo com seu exterior também é conhecida por “ângulo 
côncavo”. 


32. Ángulos consecutivos 


Dois ángulos sáo consecutivos se, e somente se, um lado de um deles é 
também lado do outro (um lado de um deles coincide com um lado do outro). 





C 
A 
A 
АОВ e AÓC são AÓC e BÓC sáo AÓB e BÓC sào 
consecutivos consecutivos consecutivos 


(OA é o lado comum). 


(OC é o lado comum). 


(OB é o lado comum). 
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33. Ángulos adjacentes 


Dois ángulos consecutivos sáo ad- 
jacentes se, e somente se, náo tém pon- 
tos internos comuns. 

AÓB e BÓC sáo ángulos adja- 
centes. 





34. Ángulos opostos pelo vértice (o.p.v.) 


Dois ángulos sáo opostos pelo vér- 
tice se, e somente se, os lados de um de- 
les sáo as respectivas semi-retas opostas 
aos lados do outro. 





OA e OC opostas 


sds => АОВ e СОР são opostos pelo vértice. 
OB e OD opostas E 3 


Notemos que duas retas concorrentes determinam dois pares de ángulos 
opostos pelo vértice. 


Ш. Conaruéncia e comparação 


35. A congruéncia (símbolo =) entre ângulos é uma noção primitiva que sa- 
tisfaz os seguintes postulados: 
О . ^ A A 
1º) Reflexiva. Todo ángulo é congruente . a si mesmo: ab = ab. 
2?) Simétrica. Se ab = cd, entáo са = = ab, 


37) Transitiva. Se ab = é ecd = et, então ab = ef. 
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4?) Postulado do transporte de ángulos 


= ei 
Dados um ángulo АОВ e uma semi-reta О'А' de um plano, existe 


—- 

sobre este plano, e num dos semiplanos que OA permite determinar, 
uma única semi-reta O'B' que forma com O'A' um ângulo A'Ó'B' 
congruente ao ángulo AÓB. 








36. Comparacáo de ángulos 


Dados dois ángulos АОВ (ou aÓb ou ab) e CÉD (ou cPd ou cd), pelo 
postulado do transporte podemos c obter, no semiplano que tem origem em 


OA e contém B, uma semi-reta OD' (Od' ou d') tal que dd” = cd. Temos 
trés hipóteses a considerar: 


12) 2.) 95) 
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12) A semi-reta d' é interna a ab (d' tem _pontos internos a ab). Neste 
caso, dizemos que ab é maior que cd (ab > > cd), 
— P “м, 
2%) A semi-reta d' coincide com b (OD' = OB). Neste caso, ab é 
congruente a cd (ab = cd). 


32) A semi- -reta d' é externa a ab. Neste caso, dizemos que ab é menor 
que cd (ab < cd). 


37. Adicao de ángulos 


Se a semi-reta Ob é interna ao án- 
gulo aÓc, o angulo aÓc é soma dos án- 
gulos aÓb e bÓc. 





= a 


Dados dois ângulos ab e cd, se existem rs = ab e = = cd tais que s é 
interna a ft, dizemos que o ângulo Ft é a soma de ab e cd. 





Fha 


rt = ab + cd ft = fs + st 


O ángulo fs que é soma de n ángulos ab, se existir, é chamado múltiplo 
de ab segundo й (5 =n- ab). 


Se ab = п. cd, dizemos que cd é submultiplo de ab segundo 7. 


5 = 4.аЬ 
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38. Bissetriz de um ángulo 
a) Definição 
Uma semi-reta Oc interna a um 


ângulo a0b é bissetriz do ángulo aÓb 
se, e somente se, c 


aÓc = bÓc. О 
а 


A bissetriz de um ángulo ё шта semi-reta interna ao ángulo, com origem 
no vértice do ángulo e que o divide em dois ángulos congruentes. 


b) Unicidade da bissetriz 


Se Ox e Oy distintas (Ox z Oy) fossem bissetrizes de aÓb, teríamos: 
aÔx = bÔx (1) e аду = bÓy (2) 





Ox interna a ady = áy > ax (1) A A 
=> ау > ax == xb > yb 


e 
Oy interna a xÔb — xb > yb o que é absurdo, de acordo com (2) 
ou 


Oy interna a aÓx = áx » ay) а> , » . 
е E a => ах > ау = yb > xb 
Ox interna а yOb => yb > xb | o que é absurdo, de acordo com (1) 
Logo, a bissetriz de um ángulo é única. 
c) A existencia da bissetriz está provada no item 57. 
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IV. Ánaulo reto, agudo, obtuso — Medida 


39. Ángulo suplementar adjacente 


Dado o ángulo AÓB, a semi-reta 
— — 
OC oposta á semi-reta OA e a semi-reta 


: : = a B 
OB determinam um ângulo BOC que se 
chama ângulo suplementar adjacente ou 
suplemento adjacente de AOB. a 
C O A 


40. Ángulos: reto, agudo, obtuso 


Ángulo reto é todo ángulo congruente a seu suplementar adjacente. 
Ángulo agudo é um ángulo menor que um ángulo reto. 
Ángulo obtuso é um ángulo maior que um ángulo reto. 


e чиш чыз o GO oc тыр OX m 





ab é reto cd é agudo ef é obtuso 


41. Medida de um ángulo — amplitude 


A medida de um ángulo AÓB será indicada por m(AÓB). 
A medida de um ángulo é um número real positivo associado ao ángulo 
de forma tal que: 


1º) Angulos congruentes têm medidas iguais e, reciprocamente, ángulos 
que têm medidas iguais são congruentes. 


АОВ = СРО <> m(AOB) = m(CPD) 
2º) Se um ângulo é maior que outro, sua medida é maior que a deste outro. 
АОВ > CPD <> т(АӦВ) > m(CPD) 
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3°) A um ángulo soma está associada uma medida que é a soma das me- 
didas dos а parcelas. 
t = ab + с => m(rt) = m(ab) + m(cd) 
А medida de um ângulo dá-se o nome de amplitude do ângulo. 


Em geral, associa-se um número a um ángulo estabelecendo a razáo (quo- 
ciente) entre este ángulo e outro ángulo tomado como unidade. 


42. Unidades de medida de ángulos 


Ángulo de um grau (1?) é o ángulo submúltiplo segundo 90 (noventa) de 
um ángulo reto. 


angulo de um grau = Angulo reto 
90 
Um ángulo reto tem 90 graus (90?). 


A medida de um ángulo agudo é menor que 90? (um àngulo agudo tem 
menos de 90?). 


A medida de um ángulo obtuso é maior que 90? (um ángulo obtuso tem 
mais de 90?). 
A medida а de um ángulo é tal que: 
09? < o < 180? 


Ángulo de um minuto (1') é o ângulo submúltiplo segundo 60 (sessenta) 
do ángulo de um grau. 





Um grau tem 60 minutos (60"). 


Angulo de um segundo (1'') é o ângulo submúltiplo segundo 60 (sessen- 
ta) do ángulo de um minuto. 


Um minuto tem 60 segundos (60'"). 
Angulo de um grado (1 gr) é o ângulo submúltiplo segundo 700 (сет) de 
um ángulo reto. 


ângulo de um grado = O 


Dos submúltiplos do grado, dois se destacam: 


e o centigrado (0,01 gr), também chamado minuto de grado, e 
e O decimiligrado (0,0001 gr), também chamado segundo de grado. 
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43. Ángulos complementares e ángulos suplementares 


Dois ángulos sáo complementares se, e somente se, a soma de suas medi- 
das é 90º, Um deles é o complemento do outro. 


Dois ángulos sáo suplementares se, e somente se, a soma de suas medidas 
é 180º. Um deles é o suplemento do outro. 


44. Ángulo nulo e ángulo raso 


Pode-se estender o conceito de ángulo para se ter o ángulo nulo (cujos 
lados sáo coincidentes) ou o ángulo raso (cujos lados sáo semi-retas opostas). 
Entáo, a medida o de um ángulo é tal que 
0? < «a < 180? 


EXERCÍCIOS 





29. Simplifique as seguintes medidas: 
a) 30?70' d) 110º58'300"' 
b) 45?150' e) 30?56'240'' 
c) 65?39'123"' 
30. Determine as somas: 
a) 30?40' + 15%35' 
b) 10?30'45'' + 15º29'20"' 
31. Determine as diferencas: 
а) 2085045" — 5^45 30^" c) 90?15'20'' — 45°30'50'' 
b) 31?40' — 20?45' d) 90º — 50°30'45'' 
32. Determine os produtos: 
a) 2 x (10%35'45"") b) 5 x (6?15'30"") 


33. Determine as divisões: 
а) (46?48'54') : 2 b) (31?32'45') : 3 c) (52°63'42'°) : 5 


34. 


35. 


36. | 


ÁNGULOS 


Determine o valor de x nos casos: 


a) c) e) 


4x + 30? 





Oa e Ob sào duas semi-retas colineares opostas. Oc é uma semi-reta qualquer. Os 
ángulos aOc e cOb são adjacentes? São suplementares? 





Dois ângulos o.p.v. são congruentes. 


Solução 

АОВ e СОР são o.p.v. => АӦВ = CÓD 
E Hipótese Tese 

Demonstração 


Considerando AÓB de medida x 
e CÓD de medida y opostos pelo 
vértice e o ângulo BÓC de medi- 
da z, temos: 





x + 2 = 180º 
у + 2 = 180? 
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37. Determine o valor de x nos casos: 
a) b) 





38. Determine o valor de o nos casos: 
a) b) C) 





39. Se OP é bissetriz de AÓB, determine x nos casos: 


a) b) 





40. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Dois ángulos consecutivos sáo adjacentes. 
b) Dois ângulos adjacentes são consecutivos. 
c) Dois ângulos adjacentes são opostos pelo vértice. 
d) Dois ângulos opostos pelo vértice são adjacentes. 
e) Dois ângulos opostos pelo vértice são consecutivos. 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


47. 


ÁNGULOS 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 

a) Dois ángulos suplementares sáo adjacentes. 

b) Dois ángulos complementares sáo adjacentes. 

c) Dois ángulos adjacentes sáo complementares. 

d) Os ângulos de medida 70º, 20? e 60º são complementares. 
e) Os ângulos de medida 30º, 60º e 90º são suplementares. 


Os ângulos da figura a seguir são complementares? São adjacentes? 


Calcule o valor de x no caso ao lado, 
em que m(rÓs) = 90º. 





- A soma de dois ângulos adjacentes é 120º. Calcule a medida de cada ângulo, sa- 


bendo que a medida de um deles é a diferença entre o triplo do outro e 40”, 


Calcule o complemento dos seguintes ângulos: 
a) 25" b) 47? с) 3125 


Calcule o suplemento dos seguintes ángulos: 
а) 72° b) 141° с) 93°15' 


Dado um ángulo de medida x, indique: 


a) seu complemento; f) a sétima parte do complemento; 

b) seu suplemento; g) a quinta parte .do suplemento; 

c) o dobro do seu complemento; h) o complemento da sua terca parte; 
d) a metade de seu suplemento; i) o triplo do suplemento da sua quin- 
e) o triplo de seu suplemento; ta parte. 
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48. 
49. 
50. 
51. 
52 


* 


53. 
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Dé a medida do ángulo que vale о dobro do seu complemento. 
Determine a medida do ángulo igual ao triplo do seu complemento. 
Calcule o ángulo que vale o quádruplo de seu complemento. 

Calcule um ángulo, sabendo que um quarto do seu suplemento vale 36”. 


Qual é o ángulo que excede o seu complemento em 76? 


Solucáo 
ángulo — x complemento — 90% — x 


“Angulo menos complemento é igual a 76º.” 
x— (90° —x) = 76° => 2x = 166º. => x = 83”. 


Resposta: O ángulo mede 83?. 


Qual é o ângulo que excede o seu suplemento em 66º? 


. Determine um ángulo, sabendo que o seu suplemento excede o próprio angulo em 


70*. 


. Qual é o ángulo que somado ao triplo do seu complemento dá 2/0? 


. Um ángulo excede o seu complemento em 48”. Determine o suplemento desse 


ángulo. 


. O suplemento de um ángulo excede este ángulo em 120º. Determine o ángulo. 


O complemento da terca parte de um ángulo excede o complemento desse ángulo 
em 30?. Determine o ángulo. 


Solucáo 
angulo — x complemento do ángulo — 90? — x 


complemento da terca parte — 90? — = 


[90º — 55) - 00- ) = 30º — 2x=90º => х = 45° 


Resposta: O ángulo mede 45º. 


ÁNGULOS 


59. O suplemento do triplo do complemento da metade de um ángulo é igual ao triplo 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


do complemento desse ángulo. Determine o ángulo. 


O suplemento do complemento de um ángulo excede a terca parte do complemen- 
to do dobro desse ángulo em 85º. Determine o ángulo. 


Dois ángulos sáo suplementares e a razáo entre o complemento de um e o suple- 


e | ; ^ 
mento do outro, nessa ordem, é 4 Determine esses ángulos. 


Solução 
x e y são as medidas dos ángulos. 
complemento de um: 90º — x suplemento do outro: 180º — y 
psy — 180 : |» е 180° =y |" vem 80º 
ES e © = йе — TRAO — 5 o 
180 y ^ 8 720° — 8x = 180º = y y = 100 


Resposta: Os ângulos medem 80º e 100º. 


ch 2 Ms 
Dois ángulos estáo na relacáo TE Sendo 130º sua soma, determine o complemento 


do menor. 
Determine dois ángulos suplementares, sabendo que um deles é o triplo do outro. 


Dois ángulos sáo suplementares. Um deles é o complemento da quarta parte do 
outro. Calcule esses ángulos, 


m | et za 2 i 
A razão entre dois ângulos suplementares é igual a EA Determine o complemento do 


menor. 


Determine o complemento de um ângulo, sabendo que a razão entre o ângulo e seu 


complemento é igual a =. 


O complemento de um ângulo está para o seu suplemento como 2 para 7. Calcule 
a medida do ângulo. 
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68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


O triplo do complemento de um ángulo, aumentado em 50°, é igual ao suplemento 
do ángulo. Determine a medida do ángulo. 


Determine as medidas de dois ángulos suplementares, sabendo que o dobro de um 
deles, somado com a sétima parte do outro, resulta 100º. 


A soma de um ângulo com a terça parte do seu complemento resulta 46º. Determi- 
ne o suplemento desse ângulo. 


Determine dois ângulos complementares tais que o dobro de um, aumentado da 
terça parte do outro, seja igual a um ângulo reto. 


Na figura, o ângulo x mede a sexta par- 
te do ángulo y, mais a metade do án- 
gulo z. Calcule o ángulo y. 





Os ángulos «o e 8 são opostos pelo vértice. O primeiro é expresso em graus por 
9x — 2 e o segundo por 4x + 8. Determine esses angulos. 


Cinco semi-retas partem de um mesmo ponto V, formando cinco ângulos que co- 
brem todo o plano e são proporcionais aos números 2, 3, 4, 5 e 6. Calcule o maior 
dos ângulos. 


Demonstre que as bissetrizes de dois ângulos opostos pelo vértice são semi-retas 
opostas. 


Demonstre que as bissetrizes de dois ângulos adjacentes e suplementares formam 
ângulo reto. 


Solução 
Hipótese 


rÓs e sÓt adjacentes Tese 
e suplementares 

Ox e Oy respectivas 
bissetrizes. 


=> хОу é reto 





17. 


78. 


79. 
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Demonstracáo 


Sejam а а medida de rÓx e xÓs e b a medida de sÓy e yÓt. 


ata+b+b=180º = 2а + 2b= 180° — a + b = 90° = xÔy é 
reto. 


Demonstre que as bissetrizes de dois ángulos adjacentes e complementares formam 
um ángulo de 45”. 


Dois ángulos adjacentes somam 136º. Qual a medida do ángulo formado pelas suas 
bissetrizes? 


As bissetrizes de dois ángulos consecutivos formam um ángulo de 52?. Se um deles 
mede 40”, qual é a medida do outro? 


CAPÍTULO IV 






Triángulos 


I. Conceito — Elementos — Classificacáo 


45. Definigáo 


Dados trés pontos A, B e C nào 
colineares, à reunião dos segmentos AB, 
AC e BC chama-se triângulo ABC. 

Indicação: 
triângulo ABC = AABC 

AABC = ABU ACU BC 





46. Elementos 


Vértices: os pontos 4, Be € são os vértices do AABC. 

Lados: os segmentos AB (de medida c), AC (de medida b) e BC (de medi- 
da a) são os lados do triângulo. 

Ángulos: os ângulos BÁC ou Á, ABC ou Be ACB ou É são os ângulos 
do AABC (ou ângulos internos do AABC). 

Diz-se que os lados BC, AC e AB e os ângulos Á, B e É são, res- 
pectivamente, opostos. 
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47. Interior e exterior 


Dado um triángulo ABC, vamos considerar os semiplanos abertos, a saber: 
^ Р 

o, com origem na reta BC e que contém o ponto А, 

a, oposto a o, 

ë — ғ 

В, сот origem na reta AC e que сопіёт o ponto В, 

B, oposto a 8,, 
E 

y, com origem na reta AB e que contém o ponto C, 

y, Oposto a yı. 


Ра- тг exterior 
e к= z Yi . + 
Be ==] Pes 
AR A À AR 
x К \ IN 
l 
[ S I A exterior j 1 exterior 
ч вл Una 72-4 VB 
hy, "Ba [ Ba ; Y 2 
7 i | interior 4 | \ 
Og | US Na Els 0. ud a A a 4 \ 
plan иг уга DES 0 0 VD Е... т © 
"s 2 æ a 100 : B exterior: dt ' exterior 
os. mes 8; Ln B,-. - exterior i 


Interior do AABC = o, NB, П 4,. 
O interior de um triángulo é uma regiáo convexa. 
Os pontos do interior do AABC sáo pontos internos ao AABC. 


Exterior do AABC = a, О 8, О y. 
O exterior de um triângulo é uma região côncava. 
Os pontos do exterior do AABC são pontos externos ao ААВС. 


A reunião do triângulo com seu interior é uma superfície triangular (ou 
superficie do triângulo). 


48. Classificação 


Quanto aos lados, os triângulos se classificam em: 

equiláteros se, e somente se, têm os três lados congruentes; 

isósceles se, e somente se, têm dois lados congruentes; 

escalenos se, e somente se, dois quaisquer lados não são congruentes. 
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AABC equilátero ARST isósceles AMNP escaleno 


A R N 
B. C S T M P 


Um triángulo com dois lados congruentes é isósceles; o outro lado é cha- 
mado base e o ángulo oposto à base é o ángulo do vértice. 


Notemos que todo triángulo equilátero é também triángulo isósceles. 


Quanto aos ángulos, os triángulos se classificam em: 
retángulos se, e somente se, tém um ángulo reto; 
acutángulos se, e somente se, tém os trés ángulos agudos; 
obtusángulos se, e somente se, tém um angulo obtuso. 


C D R 
A B E F S T 


AABC retángulo em A ADEF acutángulo ARST obtusángulo em S 





O lado oposto ao ángulo reto de um triángulo retángulo é sua Aipotenusa 
e os outros dois são os catetos do triángulo. 


П. Congruência de triângulos 


49. Definicao 


Um triángulo é congruente (símbolo =) a outro se, e somente se, é possi- 
vel estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que: 
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e seus lados sáo ordenadamente congruentes aos lados do outro e 
e seus ángulos sáo ordenadamente congruentes aos ángulos do outro. 


A A' 





B C B' 
AB=AB А=А 

ЛАВС = AA'B'C' = |AC— A'C е В = В 
BC—-BC С=С 


A congruéncia entre triángulos ё reflexiva, simétrica e transitiva. 


50. Casos de congruéncia 


A definição de congruéncia de triângulos dá todas as condições que de- 
vem ser satisfeitas para que dois triângulos sejam congruentes. Essas condi- 
ções (seis congruências: três entre lados e três entre ângulos) são totais. Exis- 
tem condições mínimas para que dois triângulos sejam congruentes. São os cha- 
mados casos ou critérios de congruência. 


51. 1º caso — LAL — postulado 






Se dois triângulos têm ordenadamente congruentes dois lados e o 
ângulo compreendido, então eles são congruentes. 





Esta proposição é um postulado e indica que, se dois triângulos têm or- 
denadamente congruentes dois lados e o ângulo compreendido, então o lado 
restante e os dois ângulos restantes também são ordenadamente congruentes. 


A A' 
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Esquema do 1º caso: 


== A'B' 


AB B B = B' 
А = A” => AABC=AA'B'C" = BC = B'C' 
AC z A'C' C= ё 


52. Teorema do triângulo isósceles 
“Se um triángulo tem dois lados congruentes, então os ângulos opostos 


a esses lados sáo congruentes."' 
ou 


“Se um n triángulo é isósceles, 


os ángulos da base sáo a 
tes." 





*"Todo triángulo isósceles é isoán- 
gulo.?”” 
ou ainda 
Hipótese Tese B C 
(AABC, АВ = АС) => B=C 


Demonstracdo 


Consideremos os triángulos ABC e ACB, isto é, associemos a 4,BeC, 
respectivamente, A, C e B. 


pe 
Hipótese >! АВ. = (АС : 
ВАС; = (САВ! | == ЛАВС = AACB » В = É 
Hipótese = | АС: = (АВ | 
f f 
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Os ângulos adjacentes ao lado BC são B e C; os adjacentes ao lado 
B'C' são B' eĈ’. 





Hipótese Tese 
(B2B (1); ВС = В'С' (2); С = С'(3)) => ЛАВС = AA'B'C' 
Demonstracdo 
Vamos provar que BA = B'A', pois com isso recairemos no 1º caso. 
Pelo postulado do transporte de segmentos (item 18), obtemos na semi-reta 


B'A' um ponto X tal que B'X = BA. (4) 





(2) BC=B'C' = 
(0 В= В => ЛАВС = AXB'C' > ВСА = B'C'X (5) 
(4) ВА = B'X 


Da hipótese (3) ВСА = B'C'A', com (5) ВСА = B'C C'Xe com o postu- 


lado do transporte de angulos (item 35), decorre que B' BA'eCX- СА A' 
interceptam-se num único ponto X = A'. 


De X = A”, com (4), decorre que B'A' = BA. 
Entáo: 





(ВА =BA',B=8B,BC=B'C') => AABC = AA'B'C' 


94. Notas 


p= в | | AB —.A'B' 
BC=BC | 8$ ЛАВС = ЛАВС = | Á=A' 
Cz AC=AC 
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2) Com base no 2? caso (ALA), pode-se provar a recíproca do teorema 
do triángulo isósceles: 


“Se um y triángulo. possui dois ángulos congruentes, entào esse trián- | 





gulo é isósceles. El 


Considerando um triángulo isósceles ABC de base BC, basta observar os 
triângulos ABC e ACB e proceder de modo análogo ao do teorema direto. 


55. 3? caso — LLL 





Hipótese Tese 
(AB = A'B' (1), AC = A'C' (2) BC =B'C' (3)) = ЛАВС = AA'B'C' 





Demonstração 


Pelo postulado do transporte de 
angulos (item 35) e do transporte de seg- 
mentos (item 18) obtemos um ponto X 
tal que: 


XÁ'B' = САВ (4) 
A'X = АС (5) 
estando X no semiplano oposto ао de C" 
em relacáo à reta A'B'. 
De (5) e (2), vem: 
А'х = АТС", 16) 
Seja D o ponto de intersecáo de C'X com a reta A A'B. 
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LAL 


(1), (4), (5) => AABC = ДА'В'Х' (7) > XB' = СВ > ХВ = C'B'(8) 
(6) = AA'C'X é isósceles de base C'X = A'C'X = A'XC' (9) 
(8) => AB'C'X é isósceles de base C'X > B'C'X = B'XC' (10) 








Por soma ou diferenca de (9) e (10) (conforme D seja interno ou náo ao 
segmento A'B'), obtemos: 
A'C'B' == A'XB' MAD 
(7) 


(6), (11), (8) => ЛА'В'С' = AA'B'X => AABC = AA'B'C' 


56. Existência do ponto médio 


Dado um segmento de reta AB, 
usando os postulados de transporte de 
ângulos (item 35) e de segmentos (item 
18) construímos 

CÁB = DBA 
AC = DB 
com C e D em semiplanos opostos em 





relacáo à reta AB. 
O segmento CD intercepta o segmento AB num ponto M. Vejamos uma 
seqúéncia de congruéncias de triángulos: 


ACAB = ADBA (LAL, AB é comum) 
ACAD = ADBC (ALA, com soma de ángulos ou pelo caso LLL) 
AAMD = ABMC (ALA) 


Desta última-congruência decorre que AM = BM, ou seja, Mé o ponto 
médio de AB. 


57. Existência da bissetriz 


Dado um ángulo aÓb, usando o 
postulado do transporte de segmentos 
(item 18) obtemos A e A' em Oae Be 
B' em Ob tais que: 


ОА =0B (р 
ОА’ = ОВ" (2) 
сот ОА’ > OA е ОВ’ »0ORB. 
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РЭ Seja C o ponto de interseção de AB' com A'B e consideremos a semi-reta 


OC = Os. 
Vejamos uma seqüéncia de congruéncias de triángulos: 


AAOB' = ABOA’ (LAL, адь (comum) 

AACA' = ABCB' (АТА, ângulos adjacentes suplementares, diferen- 
ça de segmentos) 

AOAC = AOBC (LAL) 


Desta última congruência decorre que AÓC = ВОС, ou seja, 
Oc é bissetriz de aOb. 


58. Mediana de um triángulo — definição 


Mediana de um triângulo é um 
segmento com extremidades num vérti- 
ce e no ponto médio do lado oposto. 

M, é o ponto médio do lado BC. 
. AM, é a mediana relativa ao lado 
BC. 

AM, é a mediana relativa ao 
vértice A. 





59. Bissetriz interna de um triángulo — definicáo 


Bissetriz interna de um triángulo 
é o segmento, com extremidades num 
vértice e no lado oposto, que divide o 
ángulo desse vértice em dois ángulos 
congruentes. 

S, € BC, $,АВ = S,ÂC 


AS, é a bissetriz relativa ao lado B S E 
1 


A 


B. т. 
AS, é a bissetriz relativa ao vér- 
tice A. 
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60. Teorema do ángulo externo 


Dado um AABC e sendo CX a 
semi-reta oposta á semi-reta CB, o án- 
gulo 


ё = ACX 





é o ángulo externo do AABC adjacente | 
a Ce пао adjacente aos ângulos А е B. pg — JE 


O ángulo é é o suplementar adjacente de C. 


Teorema 





Hipótese Tese 


(AABC, é externo adjacente a C) = (ê> Â e ê> В) 


Demonstração 


Seja M o ponto médio de AC e 
—= 
P pertencente á semi-reta BM tal que: A 


BM = MP | | 
e a m 
C 


Pelo caso LAL, ABAM = APMC 





e daí: 
ВАМ = РСМ (1) B 
Como P é interno ao ángulo é = ACX, vem: é > PCM. (2) 

De (1) e (2), decorre que é > À. 


Analogamente, tomando o ponto médio de BC e usando ángulos opostos 
pelo vértice, concluímos que: 


e» В 
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61. 4? caso de congruencia — LAA, 


Se dois triángulos tém ordenadamente congruentes um lado, um án- 
gulo adjacente e o ángulo oposto a esse lado, entáo esses triángulos sáo 
congruentes. 





B C B' C 
Hipótese Tese 
(1), В = В’ (2), А = А'(3)) =  AABC=AA'B'C' 


AI 
i 
w 


Demonstração 

Há três possibilidades para AB e A'B': SEE 
1º) AB = A'B' 2º) AB < A'B' 3) AB > A'B' 
Se a 1? se verifica, temos: 





LAL 


(AB = AP, b= В, BC=BC) = ЛАВС = AA'R'C 


——— = 
__ Se a 2* se verificasse, tomando um ponto D na semi-reta BA tal que 
BD = A'B' (postulado do transporte de segmentos — item 18), teríamos: 


(DBz AB, B=Ê, BC=BC') = ЛАВС = ЛАВ'С > ђ = А = 
> А= А’, o que ё absurdo, de acordo com о teorema do ángulo externo 
no AADC. Logo, a 2º possibilidade nào se verifica. 

A 3? possibilidade também nào se verifica, pelo mesmo motivo, com a 
diferenca que D estaria entre A e B. 
Como só pode ocorrer a 1? possibilidade, temos: 
AABC = AA'B'C'. 


62. Caso especial de congruéncia de triángulos retángulos 





TRIÁNGULOS 





Hipótese Tese 





А = À' (retos) (1), АВ = A'B' (2), BC = B'C' (3) > ЛАВС = AA'B'C' 
Demonstracdo 


— 
. Tomemos o ponto D na semi-reta oposta à semi-reta А'С tal que 
A'D = AC (postulado do transporte de segmentos — item 18). 





(AB=AB,Ã=A,AC=AD) > AABC=AA'BD = 
3C = D (5) 

(4)e(3) = ВС =BD = AB'C'D é isósceles de base 
CD = С =D(6 

(5)e(6 = С=с 











Considerando agora os triângulos ABC e A'B'C”, temos: 


— А а" а. LAA 
(ВС = В'С', С = С", А = А’) = ДАВС = AA'B'C' 





EXERCÍCIOS 





80. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Todo triángulo isósceles é equilátero. 
b) Todo triángulo equilátero é isósceles. 
c) Um triângulo escaleno pode ser isósceles. 
d) Todo triángulo isósceles é triángulo acutángulo. 
e) Todo triângulo retângulo é triángulo escaleno. 
f) Existe triángulo retángulo e isósceles. 
g) Existe triángulo 1sósceles obtusángulo. 
h) Todo triángulo acutángulo ou é isósceles ou é equilátero. 
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81. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) Todos os triángulos isósceles sáo congruentes. 
b) Todos os triángulos equiláteros são congruentes. 
c) Todos os triángulos retángulos sáo congruentes. 
d) Todos os triángulos retángulos isósceles sáo congruentes. 
e) Todos os triángulos acutángulos sáo congruentes. 


82. Se o AABC é isósceles de base BC, 
determine x. A 


AB = 2х – 7 АС =х+ 5 


2x — 7 x + 5 


83. O triângulo ABC é equilátero. Deter- A 
mine x e y. | 


AB = 15- y ВС = 2х – 7 
АС = 9 





В 2x — 7 C 


84. Se o ЛАВС é isósceles de base BC, 
determine BC. 
AB = 3x — 10 BC = 2x + 4 





B || 2x * 4 C 


85. Seo AABC é isósceles de base BC, de- 
termine x. 


El 


B = 2x — 10º С = 30? 





86. 


87. 


89. 
90. 


91. 


92. 


TRIANGULOS 


Se o AABC é isósceles de base AC, 
determine x. 


m 


А = x + 30? C — 2x — 20? 





Se o AABC é isósceles de base BC, de- A 
termine x e y. 





B | C 


Determine x e y, sabendo que o triángulo ABC é equilátero. 


a) b) 
A A 





B у +4 C 


Se o perímetro de um triángulo equilátero é de 75 cm, quanto mede cada lado? 


Se o perímetro de um triángulo isósceles é de /00 m e a base mede 40 m, quanto 
mede cada um dos outros lados? 
Determine o perímetro do triángulo ABC nos casos: 


a) Triángulo equilátero com АВ = x + 2y, AC = 2x - yeBC = x + y + 3. 
b) Triângulo isósceles de base BC com AB = 2х + 3, АС = 3Jx- 3 e 
BC = х + 3. 


Num triángulo isósceles, о semiperímetro vale 7,5 т. Calcule os lados desse trián- 
gulo, sabendo que a soma dos lados congruentes é o quádruplo da base. 
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93. Os pares de triángulos abaixo sáo congruentes. Indique o caso de congruéncia. 
b) с) d) 


b Du A 
pe Not Fue 


94. Considere os triángulos 7;, T», ..., etc., abaixo. Assinale os pares de triángulos 
congruentes e indique o caso de congruéncia. 
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95. Nos casos a), b) e c) abaixo, selecione os triángulos congruentes e indique o caso 
de congruéncia. 


a) 


b) 


с) 





96. Indique nas figuras abaixo os triangulos congruentes, citando o caso de con- 


gruéncia. 
a) D b) B D 
A C C 
B A E 
c) d) E 
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97. Por que ALL ou LLA náo é caso de congruéncia entre triángulos? 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 
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Na figura, o triángulo ABC é con- 
gruente ao triángulo DEC. Determi- 
ne o valor de o e f. 

Á = 3a B = B + 48º 

É = 58 D = 2a + 10? 


Na figura ao lado, o triángulo ABD 
é congruente ao triángulo CBD. Cal- 
cule x e y e os lados do triángulo 
ACD. 
AB = A ad 
CD = 3y +8 DA = 2x 


Na figura, o triángulo CBA é con- 
gruente ao triángulo CDE. Determi- 
ne o valor de x e y e a razão entre os 
perímetros desses triángulos. 

AB = 35 АС = 2х + 6 
СЕ = 22 DE = 3y + 5 


Na figura, o triángulo PCD ё con- 
gruente ao triángulo PBA. Determi- 
ne o valor de x e y e a razáo entre os 
perímetros dos triángulos PCA e 
PBD. 

AB 
AP 


I5, CD - 
2y + 17 PD = Зу -2 


Il 


Na figura ao lado, os triângulos ABC 
e CDA são congruentes. Calcule x e y. 
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103. Na figura ao lado, sabendo que C é 
ponto médio de BE, prove que os 
triángulos ABC e DEC são con- 
gruentes. 


104. Na figura ao lado, sabendo que 
а = Bey = 5, prove que os triangu- 
los ABC e CDA sáo congruentes. 


105. Sea = Be = 0, demonstre que o 
triângulo ABC é congruente ao triân- 
gulo ABD. 


106. Na figura ao lado, sendo BF = CD, 
m(ABC) = m(FDE), m(BÃC) = 
= m(DÉF), prove que AC = EF. 


107. Na figura ao lado, sendo AB = AE, 
m(BÁD) = т(САЕ), m(ABC) = 90º 
e m(AÉD) = 90º, prove que 
BC = DE. 





TRIÁNGULOS 


108. 


109. 
110. 


111. 


112. 


Ш. 


Demonstre que а mediana relativa а base de um triángulo isósceles é também bis- 
setriz. 


Prove que a bissetriz relativa à base de um triángulo isósceles é também mediana. 


Prove que as medianas relativas aos lados congruentes de um triángulo isósceles 
sáo congruentes. 


Solução 
AB = AC 
H: | BM e CN T: BM = CN 


| são medianas 





Demonstração 


Consideremos os triângulos BAM e CAN. 


BA = СА ` E 
А = А => ABAM = ACAN => BM = CN 
АМ = AN 


Prove que as bissetrizes relativas aos lados congruentes de um triangulo isósceles 
sao congruentes. 


Prove que, se a bissetriz relativa a um lado de um triángulo é também mediana 
relativa a esse lado, entáo esse triángulo é isósceles. 


Desigualdades nos triángulos 


63. Ao maior lado opõe-se o maior ángulo 


Se dois lados de um triângulo nào são congruentes, então os ángu- 


los opostos a eles não são congruentes e o maior deles está oposto ao maior 
lado. 
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Hipótese Tese 
ВС > AC = ВАС > ABC 
ou 


a>b => А > В 





Demonstracdo 
Consideremos D em BC tal que CD = CA. 


ВС > АС => Dé interno а САВ = САВ > CAD 
ACAD isósceles de base AD => CAD = CDA 
=> САВ > CDA (1) 
CDA é ângulo externo no AABD => CDA > ABD = ABC (2) 
De (1) e (2), vem: 

САВ > ABC ouseja À > B. 


64. Ao maior ângulo opõe-se o maior lado 


Se dois ángulos de um triángulo náo sáo congruentes, entáo os la- 


dos opostos a eles náo sáo congruentes e o maior deles está oposto ao 
maior lado. 





Hipótese Tese 
ВАС > ABC — BC > AC 
ou 


А> В => a>b 





Demonstracdo 
Há trés possibilidades para BC e AC: 
Rr ВС € AC бип 2) BC AC ош 35 5 С> AC 


12) Se BC < AC, então, pelo teorema anterior, А < В, o que contraria 
a hipótese. 
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2%) Se BC = AC, então, pelo teorema do triángulo isósceles, À = В, o 
que contraria a hipótese. 
Logo, por exclusáo, temos: 
BC > AC, 


65. A desigualdade triangular 





Em todo triángulo, cada lado é menor que a soma dos outros dois. 


Hipótese Tese D 
- = 2 > A 
A, Be € não colineares => BC « AC + AB ка: 
ou co! | 
a, be c lados de um triângulo => a<b+c Es : 
/ 
Demonstracdo A! | 
\ 
C 
Consideremos um ponto D na se- b : 
mi-reta oposta à semi-reta AC, tal que : 
AD = AB (1). 





DC = АС 4 AD “> DC s AC AB O 
(1) = ЛАВР isósceles de base BD > АЮВ = ABD 


É д am | > СВО > АБВ = CDB (3 
A éinterno ao ángulo CBD = CBD > has: z (3) 


No triângulo BCD com (3) e o teorema anterior, vem: 
BC < DC e com (2) BC < AC + AB, ou ainda: 


a<b+c 


66. Notas 


1?) A desigualdade triangular também pode ser enunciada como segue: 





2º) Se a, bec são as medidas dos lados de um triângulo, devemos ter 
as três condições abaixo: 


a<b+c b<a+«+c e c<ar+b 
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115. 


116. 


117. 


118. 
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Estas relações podem ser resumidas como segue: 


y ara = рес 4 


=> b=cd <a 
c<a +b => с-Ь < а 


[э єс са <.Б-4 с 


. Com segmentos de 8 cm, 5 сте 18 cm pode-se construir um triángulo? Por qué? 


. Dois lados, AB e BC, de um triângulo ABC medem respectivamente 8 cm e 21 cm. 


Quanto poderá medir o terceiro lado, sabendo que é multiplo de 6? 


Determine o intervalo de variacáo x, sabendo que os lados de um triángulo sáo 
expressos por x + 10, 2x + 4 e 20 — 2x. 


Se dois lados de um triángulo isósceles medem 38 cm e 14 cm, qual poderá ser 
a medida do terceiro lado? 


O lado АВ de um triángulo ABC é expresso por um número inteiro. Determine o 
seu valor máximo, sabendo que os lados AC e BC medem respectivamente 27 cm e 
l6 cm e que C « A « B. 


Mostre que o triángulo retángulo tem dois ángulos agudos. 


Solucáo 


Considere o ángulo externo adjacente ao ángulo reto do triángulo retángu- 
lo. Note que y' = 90º. 

Sendo o e 8 os ángulos internos não 
retos do triángulo, de acordo com o 
teorema do ángulo externo, temos: 
y —aey В. 

E сото у’ = 90º, obtemos: 

а < 90º ef < 90°. Então o triângu- 
lo tem dois ángulos agudos. 
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119. 


120. 


121. 


122. 


123. 
124. 
125. 


126. 


127. 
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Mostre que a hipotenusa de um triángulo retángulo é maior que cada um dos 
catetos. 


Mostre que o triángulo obtusángulo tem dois ángulos agudos. 


Mostre que o lado oposto ao ángulo obtuso de um triángulo obtusângulo é maior 
que cada um dos outros lados. 


Mostre que a hipotenusa de um triángulo retángulo é maior que a semi-soma dos 
catetos. 


Prove que qualquer lado de um triángulo é menor que o semiperímetro. 
Se P é um ponto interno de um triángulo ABC, mostre que BÉC é maior que BÁC. 


Se P é um ponto interno de um triángulo ABC, mostre que: 
PB + PC « AB + AC. 


Solução 
Tese ¡PB + РС < AB + ACoux cy « bec 
Demonstracao 


1) Prolonguemos BP até que en- 
contre AC num ponto Q. 

2) De acordo com a desigualdade 
triangular, temos: 


Ceo B o XE ш. 
(+ b">y 


cetl b rb'»x4yrt- 
ctb>x+y = 
=> PB + PC < AB + AC 





Se P é um ponto interno de um triángulo ABC e x — PA, y — PBez - PC, 
mostre que X + y + z está entre o semiperímetro e o perímetro do triángulo. 


Demonstre que o perímetro do trián- A 
gulo MNP é menor que o perimetro 
do triángulo ABC da figura ao lado. 
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128. Se m, é a mediana relativa ao lado a de um triángulo de lados a, b e c, entáo: 


b+c 
2 





E |< т, < 


129. Prove que a soma das medianas de um triángulo ё menor que o perímetro e maior 
que o semiperímetro. 


LEITURA 

Euclides e a 

| Geometria Dedutiva 
Hygino H. Domingues 


Derrotada na batalha de Queronéia pelas forcas do rei Filipe, a 
Grécia torna-se parte do império macedónio no ano 338 a.C. Dois anos 
depois, com a morte de Filipe, assume o poder seu filho Alexandre, 
entáo com 20 anos de idade. Ao morrer, cerca de 13 anos depois, Ale- 
xandre incorporara ao seu império grande parte do mundo civilizado 
de entáo. Dessa forma a cultura grega, adotada pelos macedónios (em 
cuja formação populacional predominava o elemento grego), foi es- 
tendida ao Oriente antigo. Em sua arrancada expansionista, Alexan- 
dre fundou muitas cidades, Uma delas, em especial, teria um papel ex- 
traordinário na história da Matemática: Alexandria, no Egito. 

Com a morte de Alexandre, o domínio sobre o Egito passou às 
mãos de Ptolomeu, um de seus líderes militares. E uma das primeiras 
e talvez mais importante obra de Ptolomeu foi criar em Alexandria, 
junto ao Museu (templo às musas), o primeiro modelo do que viriam 

| a ser as universidades, séculos depois. Nesse centro, intelectuais do mun- 

| do inteiro, trabalhando ali em tempo integral, dedicavam-se as pesqui- 
sas e ao ensino ás expensas dos cofres do Estado. Ponto alto da insta- 
lacáo era uma biblioteca, que chegou a ter, no auge de seu esplendor, 
perto de 700 mil rolos de papiro. Muitos grandes matemáticos traba- 
Iharam ou se formaram no Museu. Dentre eles, o primeiro talvez, e 
um dos mais notáveis, foi Euclides (с. 300 a.C. ). 

Quase nada se sabe sobre a vida de Euclides, salvo algumas pou- 
cas Informações esparsas. Mesmo sobre sua formação matemática não 
há nenhuma certeza: é possível que tenha sido feita em Atenas, na Aca- 
demia de Platão. Papus de Alexandria (séc. IV) deixou registrados elo- 

| 
| 


gios à sua modéstia e consideracáo para com os outros. Mas sua | 
»- 
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presenca de espírito talvez possa ser avalia- 
da pela história segundo a qual, a uma in- 
dagacáo de Ptolomeu sobre se nào haveria 
um caminho mais curto para a geometria 
(que o proposto por Euclides), teria respon- 
dido: “Зао há nenhum caminho real na geo- 
metria"'. Ou seja, perante a geometria todos 
sáo iguais, até reis poderosos como Ptolo- 
meu. 


AA 1 


тэй 
ET 
Hoc 
m 
i 

4 

н 
* 


Embora autor de outros trabalhos, a 
fama de Euclides praticamente repousa so- 
bre seus Elementos, o mais antigo texto da 
matemática grega a chegar completo a nos- 
sos dias. Obra em treze livros, apesar de na 
sua maior parte ser uma compilação e siste- 
matizacáo de trabalhos anteriores sobre a 
matemática elementar da época, seu éxito foi 
enorme. Haja vista suas mais de mil edições | 
impressas em todo o mundo, desde a primei- — res (séc. И a.C.) em 
ra em 1482, um feito editorial talvez só su- pintura de Juste de Gond 
perado pela Biblia. (séc. XV), 


Os Elementos dedicam um bom espaco á teoria dos números (trés 
livros), mas com o enfoque geométrico que permeia toda a obra. Eu- 
clides representava os números por segmentos de reta, assim como re- 
presentava o produto de dois números por um retángulo. Contudo a 
argumentacáo usada por ele independe da geometria. Há também no 
texto um pouco de álgebra geométrica, onde, por exemplo, algumas 
equações do segundo grau são resolvidas geometricamente, sendo suas 
raizes dadas na forma de segmentos de retas. 

Mas, sem dúvida, o forte dos Elementos é a geometria. A partir 
de cinco noções comuns, cinco postulados específicos e algumas defi- 
nições, centenas de teoremas (467 em toda a obra) são deduzidos, al- 
guns de grande profundidade. Além de ser o mais antigo texto de ma- 
temática na forma axiomático-dedutiva a chegar a nossos dias, nele 
Euclides foi muito feliz na escolha e no enunciado de seus postulados 
básicos. E soube usá-los com proficiência. Assim, não é sem motivo 
que os Elementos, por dois milênios, além de texto fundamental de 
geometria, foi o modelo de boa matemática. 

Falhas em sua estruturação lógica foram sendo achadas ao lon- 
go do tempo. Por exemplo, a questão da continuidade não foi focali- 
zada, o que levava Euclides a usar pressupostos não explicitados sobre 
o assunto. Tudo isso porém chega a ser irrelevante em face da gran- 
diosidade da obra e de sua inigualável influência científica. 





CAPÍTULO V 





Paralelismo 





Conceitos e propriedades 


67. Retas paralelas — definição 


Duas retas sáo paralelas (símbo- b 
lo: / ) se, e somente se, a 
sáo coincidentes (iguais) a-bsa/b 
ou 
sáo coplanares e náo tém nenhum 
ponto comum 





(aca bCa, anb= 2) = a//b 


68. Sejam a e b duas retas distintas, paralelas ou nào, e £ uma reta concorren- 
te com a e b: 


1) t é uma transversal de a e b; 
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2) dos oito ángulos determinados por essas retas indicados nas figuras 
acima, chamam-se ángulos 


alternos: le7,2e8,3e5,4e6 
correspondentes: 1e$,2e6,3e7,4e8 
colaterais: 1e8,2e7,3e6,4e5 

69. Notas 


1?) Com mais detalhes podemos ter: 


alternos internos: 3e5,4e6 

alternos "ard ice 
alternos externos: 1e7,2e8 

=. colaterais internos: 3e6,4e5 
colaterais ; E Ас дЕ 
colaterais externos: 1le8,2e7 


2º) A congruéncia de dois ângulos alternos de um dos pares 
(por exemplo, 1 = 7) 
equivale 
a) à congruência dos ângulos de todos os pares de ângulos alternos 
(2 = 8, 3 = 5, 4 = 6); 
b) а congruéncia dos ángulos de todos os pares de ángulos correspondentes 
1=33=63=T14=80 
c) a suplementaridade dos ángulos de todos os pares de colaterais 
1+8=2+7=3+6=4+ 5 = 180°). 


70. Existéncia da paralela 


Se duas retas coplanares distintas e uma transversal determinam án- 


gulos alternos (ou ángulos correspondentes) congruentes, entáo essas duas 
retas sáo paralelas. 





ou 

sea = B, епідо a / b 
ou 

Hipótese Tese 


а= Вв => afb 
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Demonstracdo 


Se a e b náo fossem paralelas, teriam um ponto P em comum e 
Gb «IBI. 
Sendo 


айг = [A] e bN = [В], 
teríamos o triangulo ABP. 





Pelo teorema do ángulo externo (item 60) aplicado ao AABP, teríamos: 
а> В ou B>a 
o que é absurdo, de acordo com a hipótese. 


Logo, as retas a e b sáo paralelas, isto é, a / b. 


71. Construção da paralela 


Construir uma reta b, paralela a uma reta a dada, por um ponto P dado 
fora de a. 


Passamos uma reta t por P, que 
determina um ponto M em a. 


Tomamos em a um ponto A dis- 
tinto de M. 

Construimos, com vértice P, com 
um lado PM, um ángulo MPB congruen- 
te ao àngulo AMP, estando B no semi- 
plano oposto ao de 4 em relação à reta 
PM (transporte de ângulos — item 35). 

A reta PB é a reta b pedida. 

De fato, sendo AMP = о e MPB = В, pelo teorema anterior temos: 

а= В => afb 
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72. Unicidade da paralela — postulado de Euclides 


A unicidade da reta paralela a uma reta dada é o postulado de Euclides 
(300 a.C.) ou postulado das paralelas que caracteriza a Geometria que desen- 
volvemos: a Geometria Euclidiana. 





| Com base nesse axioma podemos provar o recíproco do teorema ante- 
rior. E o que segue. 


Se duas retas paralelas distintas interceptam uma transversal, 


entào os ángulos alternos (ou os ángulos correspondentes) sáo con- 
| gruentes. 





ou 
Se a # реа // b, então a = 6 
ou 
Hipótese Tese 


azb,a/b = о = В 


Demonstracdo 


Se a e B nào fossem congruentes, 
existiria uma reta x, distinta de b, pas- 
sando por P, [P] = b П t, tal que: 

xt = В’ alterno dea e Б’ = а 

Pelo teorema da existéncia (item 

70), 





а = 38 > x/a 


Рог P teríamos duas retas distintas хе Б, ambas paralelas а reta a, о que 
é absurdo, pois contraria o postulado das paralelas. 


Logo, а é congruente a f, isto é, o = $. 
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74. Condicáo necessária e suficiente 


Reunindo os resultados dos itens 70 e 73, 
а= В = a/b e a/b => о = В 
temos o enunciado que segue: 


Uma condicáo necessária e 
suficiente para duas retas distintas 
serem paralelas é formarem com 


uma transversal ángulos alternos 
(ou ángulos correspondentes) con- 
gruentes. 


a=B=>afb _ 





75. Ângulo externo 





Hipótese Tese A 


e é ángulo externo adjacente a É => ё = А + В 


Demonstração 


E EE 7 EE Б x 
Por C conduzimos a reta CD paralela à reta AB, determinando os án- 
gulos a e B caracterizados na figura: 





= À (alternos) 
= B (correspondentes) 
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Somando as duas relações acima, vem: 


[ad 


a+B=A+B 
„тые 
ou seja: e=A+B 


76. Soma dos ángulos de um triángulo 





Hipótese Tese 


La] La] 


AABC é um triángulo = А + B + C = 2 retos 
Demonstração 


Sendo e o ángulo externo adjacente a C e aplicando o item anterior, vem: 





ёе É são suplementares = ё + C = 2 retos 
teorema anterior => ё = А + B 


= А +В + С > 2 гео. 


Considerando as medidas dos ángulos, temos: 
m(A) + m(B) + m(C) = 180? 
que representaremos simplesmente por: 





77. Notas 


12) Ángulos de lados paralelos 
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Demonstracdo 


Consideremos os ángulos de me- 
didas o e o' adjacentes suplementares e 
B e В’ adjacentes suplementares (vide 
figura). 

Pelo paralelismo, considerando o 
angulo auxiliar y, temos: 


SY] e asg 





To 
| 
- 


Dai, vem: B 
B = 180° 
B 180? 


| | 





Demonstracao 
Seja ABC o triángulo equilátero: 
AB = AC = BC 


Usando o teorema do triángulo 
isósceles (item 52), temos: 





CA = CB => А = В 
= => 
АВ = АС => B 


Ou seja: 
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130. Sendo a reta a paralela á reta b, determine x nos casos: 
a) b) 





131. Se as retas r e s sáo paralelas, determine x nos casos: 


a) b) 





132. As retas re s da figura sáo paralelas. Determine x e y. 
a) b) 


r 





133. 


134. 


Na figura, sendo a // b, calcule 
a+ В – 7. 


A soma dos quatro ángulos agudos 
formados por duas retas paralelas cor- 
tadas por uma reta transversal é igual 
a 80º. Determine o ángulo obtuso. 


135. Sendo a paralela a b, calcule x. 


137. 


139. Calcule o valor de x + y, sendor / s 


m. 
3 


Na figura abaixo, sendo r // s, calcule 
x e y. 





et f v 


PARALELISMO 








138. Na figura temos os ángulos o e 8 de 


lados respectivamente paralelos. 
Sendo а = êxe B = 2x + 30º, de- 
termine o suplemento de £. 
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140. Se as retas r e s sáo paralelas, determine x, y e z nos casos: 


a) b) 


F 





a) b) 





143. Determine x nos casos: 
a) b) 
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144. 


145. 


146. 


147. 


PARALELISMO 


Determine x e y nos casos: 


a) 





a) b) 





Se o triángulo ABC é isósceles de base BC, determine x nos casos: 


a) A b) A 





с) d) 


C 





Determine о + 8 + y nos casos: 
a) b) 





PARALELISMO 


148. O triángulo ABC é isósceles de base BC. Determine o valor de x nos casos: 
a) b) с) 





149. Determine o valor da incógnita (segmentos com *'marcas iguais” são congruentes). 
a) b) C) 
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150. Na figura abaixo, ED é paralela a BC. Sendo ВАЕ igual a 80º e ABC igual a 
35º, calcule a medida de AED. 


Solucáo 


Basta prolongar DE até que a 
reta DE encontre AB. 

Note que x é externo do triángu- 
lo APE. 

Entáo: 


а = 35° = 
E ape ey 





ll 


151. Determine o valor de x e y, sendo 152. Calcule o valor de x, sendo / s. 


r/s. 





153. Se r // s, calcule a. 154. Na figura abaixo, as retas r e s sáo 
paralelas. Calcule a. 
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155. Na figura, calcule a medida do án- 156. Na figura, AB é paralelo a CD. Sen- 
gulo о, sendo r // s. do CDB = 150ºe ABC = 25º, cal- 
cule CBD. 





C D 
A B 
157. Determine o valor de x. 158. Calcule x no triángulo ABC da 
figura. 


2x + 10? са 





159. Os ángulos internos de um triángulo sáo proporcionais а 2, 3 e 4, respectivamen- 
te. Determine a medida do maior deles. 


Nos exercícios 160, 161, 162, no triángulo ABC, calcule a(s) incógnita(s). 


160. 161. 162. 
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163. 


165. 


Na figura, o triángulo ABC é isós- 
celes de base BC. Calcule o valor 
de x. 





A figura mostra um triángulo ABC, 
isósceles, de base ВС. л Sendo BD bis- 
setriz de ABC e CD bissetriz de 
ACB, calcule o valor de x. 


PARALELISMO 


164. Calcule x e y indicados na figura 
abaixo. 





166. O triángulo ACD da figura é isósce- 


les de base AD. Sendo 12º a medida 
do ángulo BAD e 20? a medida do 
àngulo ABC, calcule a medida do 


ángulo ACD. 





167. Um ángulo externo da base de um triángulo isósceles é os 2 do ângulo do vértice. 


Calcule os ângulos desse triângulo. 


168. Num triângulo isósceles ABC, o ângulo do vértice A vale Бе da soma dos ángulos 


externos em B e C. Sendo BC a base do triángulo, determine o ángulo Á 


169. Num triángulo ABC, o ângulo obtuso formado pelas bissetrizes dos ángulos B 
e C excede o ángulo А em 76º. Determine А. 


170. Prove que no triángulo ABC, da fi- A 
gura, vale a relação œ — 8 = B-C, 
sendo AD bissetriz do ángulo BÁC. 
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171. 


172. 


173. 


174. 


76 


Num triángulo ABC, o ángulo formado pelas bissetrizes dos ángulos B e C, oposto 
a BC, é o quintuplo do ángulo Á. Determine a medida do ángulo À. 


Na figura ao lado, calcule o valor de 
x em função de n. 





Num triángulo ABC qualquer, o ángulo oposto a BC formado pelas bissetrizes 
dos àngulos internos em B e C é igual ao suplemento do complemento da metade 
do ángulo do vértice A. 


Solucáo 


Nota inicial 

Em problemas cujo enunciado é uma proposição, é normal que o pedi- 
do seja a demonstracáo da propriedade. 

A 


Com os elementos caracterizados 
na figura, temos: 





ADBC: x + b + с = 180º => x = 180º —(b + €) 


NABC: 2b + 2c + À = 180º = b + с = 90° – == 
== Ж = 180º = (90° - 2), 


Na figura, calcule o ângulo x, sendo 
a о triplo de 8 e y o sêxtuplo de B. 





175. 


176. 


177. 


178. 


179. 


PARALELISMO 


Em um triángulo ABC, o ángulo do vértice A é igual á oitava parte do ángulo 
obtuso formado pelas bissetrizes dos ángulos adjacentes a BC. Determine a medida 
do ángulo do vértice A. 


Um ángulo externo do vértice de um triángulo isósceles mede /50°. Determine: 

a) os ángulos do triángulo; 

b) o ángulo obtuso formado pelas bissetrizes dos ángulos da base do triángulo; 

c) os ángulos formados pela bissetriz de um dos ángulos da base e pela bissetriz 
do ángulo do vértice. 


Determine a medida do menor ángulo formado pelas bissetrizes externas relati- 
vas aos vértices B e C de um triángulo ABC, sabendo que o ángulo A mede 76º. 


Solução 





D) Ê + C 76° = 180° = В + С = 104° 
2) (2b + В = 180° р «- 
Miolo = Meo eB C- 360 

=> 2(b + c)4 104º = 360° — b + с = 128? 
3x+b+c= 180° => х + 128° = 180° — х = 52° 


Determine as medidas dos trés ángulos de um triángulo, sabendo que o segundo é os 


3 do primeiro e que o terceiro é a semi-soma dos dois primeiros. 


Os trés ángulos de um triángulo sáo tais que o segundo mede 28? menos que o 
primeiro e o terceiro 70? mais que o primeiro. Determine os trés ángulos do 
triángulo. 
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180. 


181. 


182. 


183. 


184. 


185. 


78 


Em um triángulo isósceles o ángulo do vértice é a metade de cada um dos ángulos 
da base. Determine os trés ángulos do triángulo. 


Determine o ângulo formado pelas bissetrizes de dois ángulos colaterais internos 
de duas retas paralelas interceptadas por uma transversal qualquer. 


Na figura, determine a medida do án- 
gulo « em função de m. 


А = 3 т В = 2 т 
A о n 5 

ВСМ = а D = m 
BCM 





Num triángulo ABC qualquer, o ángulo, oposto a BC , formado pelas bissetrizes 
dos angulos externos em Be C é igual ao complemento da metade do ángulo 
do vértice 4 do triángulo. 


Na figura, sendo 4B congruente a 
AC, AE congruente a AD, calcule a 


A 
medida do ángulo CDE, dado | 
BAD = 48". 
Е 
B D C 
A 
F 
E 
D 
C B 


Determine a medida do ángulo do vér- 
tice A do triángulo isósceles ABC, sa- 
bendo que os segmentos BC, CD, DE, 
EF e FA sáo congruentes. 


186. 


187. 


188. 


PARALELISMO 


Na figura, o triángulo ABC é equilá- 
tero e o triángulo CDB é isósceles. 
Calcule o valor de 2x + y. 

BCD = x 

ABD = y 





Considere o triângulo ABC, em que AB = AC = 5 сте BC = 7 cm. Sobre о 
lado BC tomamos um ponto D tal que BD = 3 cm e pelo ponto D tracamos 
DE e DF respectivamente paralelos a AC e AB, com E em AB e Fem AC. Calcule 
o perimetro de AEDF. 


Da figura, sabemos que AB = AC, 
А = 100º e AD = BC. Determine 
x= CBD. 





CAPÍTULO VI 





Perpendicularidade 


I. Definições — Ângulo reto 


78. Retas perpendiculares 


Duas retas sáo perpendiculares 
(símbolo: L ) se, e somente se, são con- 
correntes e formam ángulos adjacentes 
suplementares congruentes 
аі Б <= (a()b = IP! e 

a,Pb, = a,Pb;) 
em que a, é uma das semi-retas de a de 
origem P e b, e b, sào semi-retas opos- 
tas de b com origem em P. 

Duas semi-retas sáo perpendicula- 
res se, e somente se, estáo contidas em 
retas perpendiculares e tém um ponto 
comum. 

Dois segmentos de reta sáo perpendiculares se, e somente se, estáo conti- 
dos em retas perpendiculares e tém um ponto comum. 


Um ángulo a,Pb, é reto se a semi-reta a, é perpendicular à semi-reta b.. 





PERPENDICULARIDADE 


79. Retas oblíquas 


Se duas retas sáo concorrentes e s 
não são perpendiculares, diz-se que es- 
sas retas são obliquas. 

SerAs=jPjer X s, entào : 
re s são obliquas. 


80. Existéncia do ángulo reto 


Consideremos uma reta r e um seu ponto O. 
Tomemos dois pontos P e O em semiplanos opostos em relacáo a r tais que: 


rÔP =r ÔQ (1) е ОР = ОО (2) 


em que r, ё uma das semi-retas de г de origem O. 
O segmento PO intercepta r num ponto X. 
Temos os trés casos abaixo: 


1? caso: 2? caso: 





| 
l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
| 


Мо 2° caso, em que А = O, temos: 
^ ^ з ^ 
PAr, =QAr, егі РО e Pr, éreto 


No 1? caso e no 3? caso temos: 
APOX = AQOX pelo caso LAL ((2), (1) e OX comum) 


Entáo: 
APOX = AQOX =» PRO= ОХО — гі РО = PRO éreto 
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П. Existência e unicidade da perpendicular 


1? parte 


Num plano por um ponto dado de uma reta dada passa uma única i 
reta perpendicular à reta dada. ' 


Num plano, por um ponto P de uma reta r existe uma única reta | 
s perpendicular a r. core Es сете i 





81. Existência 


Utilizando o postulado do trans- 
porte de ângulos (item 35) e sendo г, 
uma das semi-retas de r de origem P, 
construimos, num dos semiplanos dos 
determinados por r, o ángulo s,Pr, 
congruente a um ángulo reto. 


A reta s que contém s, é perpen- 
a è ur. G 
dicular a r, pois r,Ps, é reto. 


82. Unicidade 


Se duas retas distintas x e y, com 
х Æ y, passando por P fossem ambas 
perpendiculares a r, teríamos o que 
segue. 

Com as semi-retas Px, de x e Py, 
de y situadas num mesmo semiplano dos 
determinados por r e com Pr, semi-reta 
de r, vem: 





X lremP => r,Px, é congruente ao ángulo reto 

y lremP => r,Py, é congruente ao ángulo reto 

Se Px, é distinta de Py,, o resultado acima é um absurdo, de acordo com 
o postulado do transporte de ángulos (item 35). 

Logo, a reta perpendicular a r por P é única. 
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83. Existéncia 


Construimos por P uma reta / que 
intercepta r num ponto O. Seja Or, 
uma das semi-retas de r de origem O. 

No semiplano oposto ao de P, dos 
determinados por r, obtemos um ponto 
Q tal que 
nÓP —róÓQ(l е OP=00(2) 
utilizando os postulados de transporte 
(itens 18 e 35). 

A reta s = PO é a reta pedida, conforme o que segue. 

O segmento PQ intercepta r num ponto X. 

Se X coincide com 0 (X = O), entáo: 

RAP = ХО e PO lr ouseja s Ly. 

Se X nào coincide com O, temos: 

AOXP = AOXO pelo caso LAL ((2), (1) e OX comum). 

Entáo: 


AOXP = AOXQ => ORP = ОХО — ri РО = sir. 


84. Unicidade 


Se duas retas distintas x e y, com 
X z y, passando por P fossem ambas 
perpendiculares a r, teríamos o que 
segue. 


Sejam X e Y os pontos de interse- 
ção de x e y com r e seja O o ponto da 
— 


semi-reta oposta a YP tal que: 
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YQ = YP (1) 
yLr = PYX=QYX (2) xir = PXYéreto (3) 
Pelo caso LAL ((1), (2) e XY comum), vem: APXY = AQXY. 
APXY = AQXY = PXY = ОХҮ 2 QRY éreo = ХО 1г 
Ficamos entáo com o seguinte absurdo: 


> 
por um ponto X da reta r temos duas retas distintas x e ХО, ambas perpen- 
diculares a г, o que contraria a unicidade provada na 1º parte (item 82). 


Logo, a reta perpendicular a r por P é ünica. 


85. Altura de um triángulo 


Altura de um triángulo é o segmento de reta perpendicular à reta suporte 
de um lado do triángulo com extremidades nesta reta e no vértice oposto ao 
lado considerado. 


А 





Н, é a interseção da reta BC com a perpendicular a ela, conduzida por A. 
AH, é a altura relativa ao lado BC, ou 

AH, é a altura relativa ao lado a, ou ainda: 

AH, é a altura relativa ao vértice A. 

H, também é dito pé da altura. 


86. Mediatriz de um segmento 
A mediatriz de um segmento é a m 


reta perpendicular ao segmento pelo seu 
ponto médio. 
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Ш. Projeções e distância 


87. Projeção de um ponto sobre uma reta 


Chama-se projeção ortogonal (ou 
simplesmente projeção) de um ponto so- 
bre uma reta ao ponto de interseção da 
reta com a perpendicular a ela conduzi- 4 — 
da por aquele ponto. 

PF éa projeção : de P sobre r. 

PP^ire РР' Пг = { j 

P' é o pé da perpendicular à reta r conduzida por P. 

SE J^ € т, епо F =P. 


= = = = += 
B" 


|^ ^ ^g 


88. Projeção de um segmento sobre uma reta 


A projecáo de um segmento de reta AB nào perpendicular a uma reta r 
sobre esta reta é o segmento de reta A'B' em que 

A" é a projeção de A sobre re 

B' é a projecáo de B sobre r. 





| = 
| 
0 +------0 


> 
00 





89. Segmento perpendicular e segmentos oblíquos 
a uma reta por um ponto 


“Se por u um m ponto P r não pertencente a uma reta г conduzirmos OS 
segmentos PP”, PA, PB, PC, PD, ..., o primeiro (PP') perpendicular e 


os demais (PA, PB, PC, PD, у obliquos a r, todos com uma extre- 
midade comum P e as outras єх шас P’, A, B, C, D, ... emr, então: 
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1 9) O segmento perpendicular é menor que qualquer dos oblíquos. 


Demonstracdo 


PP" é cateto de triângulos retângulos que têm, respectivamente, PA, PB, 
PC, PD, ... como hipotenusa. 
Logo, 


PP" < PA; РР’ < PB; РР’ < PC; PP' < PD; ... 





2?) a) Segmentos oblíquos, com projecóes congruentes, são congruentes. 


Hipótese Tese 
PA=P'B => РА = РВ 
Demonstração 
(PP' comum, PP'A = PP'B, PA = Р'В => APPA = APPB => 
= РА = РВ 


b) Segmentos oblíquos congruentes têm projeções congruentes. 





Hipótese Tese 
РА = РВ — Р'А = Р'В 
Demonstracdo 
Aplicacáo do caso especial para triángulos retángulos: cateto-hipotenusa. 


APP'A e APP'B têm cateto PP' comum e hipotenusa РА = PB => 
=> ЛРР'А = APP'B => Р'А = Р'В 
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3º) a) De dois segmentos oblíquos de projeções não congruentes, o de 





maior projeção é maior. 


Hipótese Tese 
P'C>PA = PC» РА 


Demonstração 


Considerando A e C numa mesma semi-reta de r das determinadas por 
Р" e considerando a hipótese P'C > P'A, resulta que A está entre P' e C. 

O ángulo PÁC é obtuso pois é ángulo externo do APP'A, em que PP'A 
é reto. 

No APAC, temos: РАС > PCA, 
pois o primeiro é obtuso e o segundo é agudo. Como ao maior ángulo está oposto 
o maior lado, temos: 


b) De dois segmentos oblíquos não congruentes, o maior tem projeção 
maior. 





Hipótese Tese 
РС > PA = P'C > PA 


Demonstração 


Se P'C < PA, pelos casos anteriores teríamos PC < PA, о que é absur- 
do, de acordo com a hipótese. 
Logo, PC У ЕА 





4?) a) De dois segmentos oblíquos nào congruentes, o maior forma com а 





sua projecáo ángulo menor. 


Hipótese Tese 


PD > PC = PDP < PCP' 


PERPENDICULARIDADE 


Demonstracdo 


Se PD > PC, entáo, pelo caso anterior, P'D > P'C. Entáo ou C está 
entre P' e D ou podemos considerar um ponto C’ entre Р” e D tal que 
P'C = P'C'. Vamos considerar a segunda alternativa. 


De P'C = P'C' decorre que РСР' = PÓ'P'. (1) 
Aplicando o teorema do ángulo externo no APC'D, vem: 
PDC' « PC'P' 
E em vista de (1) obtemos: 
PDP' « PCP' 





Hipótese Tese 
PDP'« PCP' — PD » PC 


Demonstração 


Se PD < < PC por congruência de triângulos (para PD = PC) ou pelo caso 
anterior (para PD « PC) teríamos PDP' > PCP', o que é um absurdo, de 
acordo com a hipótese. 


Logo, PD > PC. 


90. Distáncia entre um ponto e uma reta 


A distáncia de um ponto a uma re- 
ta é a distáncia desse ponto á projecáo 
dele sobre a reta. 

A distáncia entre Pe ré a distán- 


F 


cia entre P e P', em que P' é a projecáo 
de P sobre r. 





dp, = dpp 


P' 


Se o ponto pertence à reta, a distáncia entre eles é nula. 


PERPENDICULARIDADE 


91. Distáncia entre duas retas paralelas 


A distáncia entre duas retas para- 
lelas é a distáncia entre um ponto qual- 
quer de uma delas e a outra reta. 

A distância entre r e s paralelas é 


a distância entre um ponto P de r e a re- 
tas. 


de. = dp, com РЕТ 
Se r = s, a distáncia entre r e s é nula. 
A definicáo acima é justificada pela propriedade que segue. 





———À 70 
2 


| 





Demonstração 


De fato, sendo r e s duas retas paralelas e distintas, tomando dois pontos 
distintos A e B em r, vamos provar que d4, = dgs- 


> 
00 
> 
00 
Ee 





Ee oe o шышы Rn шык A A ы тшк шыт шыш 
LI 
С] 


1) А e А’ são colaterais e, sendo Á' reto, concluímos que А é reto. 
2) Considerando os triángulos AA'B e BB'A', temos: 


A'B (lado comum) 

M еа LAA, 
A'BA = BA'B' (alternos) => AAAB= ABBA = 
A = B' (retos) 


=> AA = BB' е das E de. 
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93. Propriedade dos pontos da mediatriz 


Usando o caso LAL de congruén- m 
cia de triángulos, podemos provar que: 


Todo ponto da mediatriz de 
um segmento é equidistante das 


. extremidades do segmento. 





(m é mediatriz de AB, P € m) — PA = PB 
Note que, se P = M, a propriedade também vale. 


94. Propriedade dos pontos da bissetriz 
Usando o caso LAA, de con- 


gruéncia de triángulos, podemos provar 
que: 


Todo ponto da bissetriz de - 


um ângulo é eqüidistante dos la- - 
dos do ángulo. | | 





(s é bissetriz de 00b, PES) == de, = dy, 
Note que, se P = O, a propriedade também se verifica. 





189. Se AH é altura relativa ao lado BC do “ABC, determine Ê e É nos casos: 
a) A 
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190. 


191. 


192. 


193. 


PERPENDICULARIDADE 


Em cada caso abaixo temos um triángulo isósceles de base BC. Determine o án- 
gulo da base. 


a) 





No triángulo ABC da figura, se AH é 
altura e BS é bissetriz, determine BSC 
dados BAH = 30%e ACB = 402 


Da figura, sabemos que AH é altura e 
AS é bissetriz relativas a BC do trián- 
gulo ABC. Se B = 70° e HAS = 15º, 
determine C. 





Determine o valor de x nos casos: 


a) 





c) 


160? 
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194. Ángulos de lados perpendiculares 





Solução 





Sejam os ângulos aÓb e cVd com Oa L Vc, Ob L Vd com as medidas а 
e 8, sendo o' e 8' as medidas dos respectivos adjacentes suplementares, con- 
forme indica a figura. 
Se por О conduzimos Oc' L Исе Оа’ 1 Vd, surgem os ângulos c'Ód' de 
medidas y e seu adjacente suplementar de medida y”. 
Considerando ángulos de lados paralelos (item 77), temos: 

ү= В, y = В, у + В = 180%, y + 8 = 180° 
Notando que aÓc' е bÓd' sáo retos, vem: 


ада’ = 909 — а | 
loe 


add! = 90º -y = аба’ = 90° – $ = 8 


Então, temos: 
а=, =P; a+ В o 180,20 +8 = 180° 


195. Na figura, calcule o valor de x. 196. Na figura, calcule o valor de x. 
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197. Na figura, determine a medida de o, 
Bey. 


D 
: 


199. Num triángulo isósceles ABC de base 





AB, o ángulo B é igual áo do ángulo 


S, formado pelas mediatrizes OS e PS. 
Calcule os ángulos desse triángulo. 


PERPENDICULARIDADE 


198. No triángulo ABC da figura ao la- 
do, В = 60° e É = 20º. Qual o va- 
lor do ângulo HAS formado pela 
altura AH e a bissetriz AS? 








Solução 


Hipótese 


^. ABC é retângulo de hipotenusa BC. AM é mediana. | => АМ = == 





Tese 
BC 
2 


Demonstração 


1) Tomemos P sobre a semi-reta 


AM com M entre A e P de 
modo que PM = AM. 
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2) Consideremos os triángulos 
AMB e PMC. Pelo caso LAL, 
eles sáo congruentes. Dai tira- 
mos que ABM = PCM. E co- 
mo estes ángulos sáo alternos 
internos, obtemos que as retas 
A» o. 

BA e PC são paralelas. 





3) De BA / PC e BÁC reto, obtemos que PCA é reto (sáo colaterais 
internos). 

4) Consideremos agora os triángulos BAC e PCA. 
BA = PC (pois ^AMB = APMC) | Lar 
A = C (sào retos) é 
AC = CA (lado comum) 


ABAC = APCA 


Desta congruéncia concluímos que AP = BC e, como AP = 2AM, ob- 
temos: 2AM = BC => AM = Be. 

Observacáo 

Note ainda que: MA = MB = MC 


AAMB é isósceles de base АВ AAMC é isósceles de base AC 


201. Seo triângulo ABC é retângulo de hipotenusa BC e AM é mediana, determine x: 


a) b) 


C 





202. Na figura, calcule x e y. Mé ponto 203. Na figura, BD é mediana do trián- 

médio de BC. gulo retángulo ABC (B = 90?) e 
BE 1 AC. Se À = 70º, calcule a 
medida de EBD. 
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204. 


206. 


207. 


208. 


209. 


210. 





PERPENDICULARIDADE 


No triángulo retángulo ABC da figu- 205. Num triángulo retángulo ABC, a al- 
ra, a mediana AM forma com a bis- tura AS forma com a mediana AM 
setriz BF os ángulos adjacentes ВЁА um ángulo de 22º. Calcule B e C. 
e BÉM. Exprima BÉM em função 
de B. 





Determine os ângulos agudos de um triângulo retângulo, sabendo que a mediana 
e a bissetriz relativas à hipotenusa formam um ângulo de 35º. 


As bissetrizes internas dos ángulos B e C de um triângulo ABC formam um ángu- 
lo de 116º. Determine a medida do menor ângulo formado pelas alturas relativas 
aos lados AB e AC desse triângulo. 


Em um triângulo retângulo qualquer, o ângulo formado pela altura e mediana 
relativa à hipotenusa é igual ao módulo da diferença dos ângulos adjacentes à 
hipotenusa. 


Mostre que, se uma mediana relativa a um lado de um triângulo mede a metade 
desse lado, então o triângulo é retângulo. 


Sendo ABC um triângulo isósceles de base BC e M um ponto da base, prove que: 
1º) Se AM é mediana, então AM é bissetriz e altura. 
2%) Se AM é bissetriz, então AM é mediana e altura. 
3º) Se AM é altura, então AM é mediana e bissetriz. 


Solução 


Considerando que num triângulo isósceles os ângulos da base são congruen- 
tes e a condição de cada hipótese, temos: 


1?) AM é mediana A 
Pelo caso LLL ou pelo caso | 
LAL, AABM = AACM 
e dai decorre que 
AM é bissetriz e AM é altura. 
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2?) AM é bissetriz 
Pelo caso LAL ou pelo caso ALA, 
AABM = AACM 
е daí decorre que. 
AM é mediana e AM é altura. 





3% AM é altura 
Pelo caso especial de congru- 
ência de triângulos retângulos 
ou pelo caso LAA,, 
AABM = AACM 
е daí decorre que _ 
AM é mediana e AM é bis- 
setriz. 





211. Demonstre que em todo triângulo isósceles sempre temos duas alturas congruentes. 


212. Mostre que, se uma altura e uma mediana de um triângulo coincidem, então este 
triângulo é isósceles. 


213. Mostre que, se uma altura e uma bissetriz de um triângulo coincidem, então este 
triângulo é isósceles. 


214. Prove que as bissetrizes dos ângulos agudos de um triângulo retângulo formam 
ângulos que independem dos valores daqueles ângulos agudos. 


215. Demonstre que, se duas alturas de um triângulo são congruentes, então esse triân- 
gulo é isósceles. 


216. Toda reta que passa pelo ponto médio de um segmento é eqüidistante das extre- 
midades do segmento. 
Solução 


Hipótese Tese 
AM=MB,MEr = й, = 1, 


217. 
218. 


219. 


220. 


PERPENDICULARIDADE 


Demonstração 
1?) г D AB 
AB Cr == а, д = dig О М а EL ШО 


(distáncia nula.) 


2º) г D AB er não é perpendicu- 
lar a AB. ба: 
Conduzindo os segmentos AA“ 
e BB' perpendiculares a r, com 
A', B' € r, e observando os 
triangulos AA'M e BB'M, 
temos: 





A'=B' (retos), АМА’ = BMB'(opostos pelo vértice) => А = B 


(AMA' = BMB', АМ = BM, Â = B) = AAAM = ABBM = 
= АА = ВВ = d,a = dp. 


3º) r L AB por М (г ё mediatriz de AB). 
Neste caso A' = B' = М е então AA' = BB', ou seja, й, 4 = d, в. 


Nota 


Em geral, uma reta que passa pelo ponto médio de um segmento é eqüidis- 
tante dos extremos, mas os pontos da reta ndo sdo eqüidistantes dos ex- 
tremos. 


Em particular, a mediatriz de um segmento é eqüidistante dos extremos e 
seus pontos também sáo eqüidistantes dos extremos. 


Toda reta equidistante dos extremos de um segmento passa pelo ponto médio dele? 


Dados dois pontos A e B distintos e um ponto P fora da reta AB, como se obtém, 
no plano dos pontos A, B e P, duas retas eqúidistantes de A e B passando por p? 


Prove que a altura relativa a qualquer lado de um triángulo é menor que a média 
aritmética dos lados adjacentes. 


Demonstre que a soma das trés alturas de um triángulo acutángulo é menor que 
o perímetro e maior que o semiperímetro desse triângulo. 
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221. Sendo r e s retas paralelas e B : 
DE = 2AB, determine x. i = 529 | 





222. Num triângulo retângulo ABC de hipotenusa BC, trace a bissetriz BS, com 5 
em AC, relativa ao lado AC. Mostre que AS « SC. 


223. O triángulo ABC abaixo é isósceles de 
base BC. Determine x. 





CAPÍTULO VII 


Quadriláteros 
Notáveis 





I. Quadrilátero — Definicáo e elementos 


95.  Sejam A, B, Ce D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos 
e trés nào colineares. Se os segmentos AB, BC, CD e DÀ interceptam-se apenas 
nas extremidades, a reuniáo desses quatro segmentos é um quadrilátero. 


РА 


ГА 
A 


at 
at 





ABCD convexo ABCD cóncavo 


Quadrilátero ABCD = ABCD = AB U BC U CD U DA 
O quadrilátero é um polígono simples de quatro lados. 


AB, BC, CD, DA sáo os lados, | 
РАВ, В = ABC, É = BCD e D = CDA são os ângulos е 
o as diagonais do quadrilátero ABCD. 


QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


96. Um quadrilátero tem 2 diagonais (d = 2), soma dos ángulos internos 
igual a 360? e soma dos ángulos externos também igual a 360”. 


II. Quadriláteros notáveis — Definicóes 


Os quadriláteros notáveis sáo os trapézios, os paralelogramos, os retán- 
gulos, os losangos e os quadrados. 


97. Trapézio 


Um quadrilátero plano convexo é um frapézio se, e somente se, possul 
dois lados paralelos. 

ABCD é trapézio « (AB / CD ou AD / BC). 

Os lados paralelos sáo as bases D C 
do trapézio. 

De acordo com os outros dois la- 
dos nào bases, temos: 





sain B 


e trapézio isósceles, se estes lados são congruentes 
e trapézio escaleno, se estes lados náo sáo congruentes. 


Trapézio retângulo (ou bi-retângulo) é um trapézio que tem dois ângu- 
los retos. 


D L D C D C D C 
A B A B A B A B 


trapézio isósceles trapézio escaleno trapézio escaleno trapézio retángulo 


98. Paralelogramo 


Um quadrilátero plano convexo 
é um paralelogramo se, e somente se, 


possui os lados opostos paralelos. A B 


ABCD é paralelogramo => AB / CD e AD / BC 
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QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


99. Retângulo 


Um quadrilátero plano convexo 
é um retângulo se, e somente se, possui 
os quatro ángulos congruentes. 





|| 


ABCD é retângulo => A=B=C=D 


100. Losango 


Um quadrilátero plano convexo 
é um /osango se, e somente se, possui A C 
os quatro /ados congruentes. 


ABCD é losango => AB = BC = CD = DA 


101. Quadrado 


Um quadrilátero plano convexo 
é um quadrado se, e somente se, possui 
os quatro ângulos congruentes e os qua- 
tro lados congruentes. 





ABCD équadrado <> (А = В = С 


| 
o 
с 
2 
| 
чс 
Al 
ll 
C) 
si 
| 
>| 


III. Propriedades dos trapézios 


102. Trapézio qualquer 
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De fato, 


(AB / CD, AD transversal) => А 4 D = 180? 
(AB / CD, BC transversal) — В + С = 180° 


103. Trapézio isósceles 





Os ángulos de cada base de um trapézio isósceles são congruentes. 


Hipótese Tese 


AB e CD são bases do trapézio isósceles — (C = D e À = B) 





Demonstração 


1) Tracemos as perpendiculares às bases pelos vértices 4 e B da base 
menor, obtendo os pontos 4' e B' na base maior CD. Notemos que AA' = BB' 
por serem distâncias entre retas paralelas. 

2) Os triángulos retângulos A.A' D e BB'C são congruentes pelo caso es- 
pecial visto que AA' = BB' (cateto) e AD = BC (hipotenusa). Daí obte- 
mos C = D. 

......3) Como Â e B são suplementares de D e C, respectivamente, temos: 
A = B. 


Observacáo 


Da congruéncia dos triângulos A4'D e BB'C decorre também que 
A'D = B'C, o que nos permite enunciar: 

As projeções ortogonais dos lados nào bases de um trapézio isósceles, 
sobre a base maior, sáo congruentes. 








102 


QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


104. Trapézio isósceles — diagonais congruentes 





Hipótese Tese A B 
ABCD Ёё trapézio de | m = AD - ED 
AB e CD, AD = BC 
Demonstracáo 


Observemos os triángulos ADC e BCD: 
LAL 


(AD = ВС, Ô = С, DC = CD) => AADC = ABCD = АС = BD 


Nota 


Da congruência acima obtemos ACD = BDC. Daí decorre que os triân- 
gulos PCD e PAB são isósceles com bases CD e AB, sendo Po ponto onde as 
diagonais se cortam. 


IV. Propriedades dos paralelogramos 


105. Ângulos opostos congruentes 


a) Em todo paralelogramo dois ângulos opostos quaisquer são con- 





| gruentes. | 


Hipótese Tese 


ABCD é paralelogramo = (А = Се В = D) 
Demonstração 


D C 
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| | AD / ВС =» À + В = 180º 
ВСР ё parale | TE T 
ABCD é paralelogramo => Bi CD =B£r 8 =m00] 


Analogamente para B — D. 






Sendo ABCD um quadrilátero convexo, 


Hipótese Tese 
(А = С, В = Ô) = ABCD é paralelogramo 


Demonstracdo 


A=C,B=D = A+B=C+D ise 
ABCD quadrilátero => А + B + C + D = 360% 

=Â + Ê = Â + Ô = 180° => AD / ВСе АВ / CD = 
=> ABCD é paralelogramo. 


c) Conseqüência 






106. Lados opostos congruentes 






Hipótese Tese 


ABCD é paralelogramo => (AB = CD e BC = AD) 
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Demonstração 


ABCD é paralelogramo AB / CD — ВАС = DCA 


— - " a LAA, 
(AC comum, ВАС = DCA, B = D) => ЛАВС = ACDA = 
— АВ = CD e ВС = DA. 





Sendo ABCD ит quadrilátero convexo, 


Hipótese Tese 
(AB = CD, BC = DA) => ABCD é paralelogramo 





Demonstração 


(АВ = CD, BC = DA, AC comum) HE ЛАВС = ACDA = 


ВАС = DĈA — AB / CD. qe | 
ВСА = РАС = AD / BC => ABCD é paralelogramo 


c) Conseqüéncia 





QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


Hipótese Tese 
(ABCD é paralelogramo, AC N BD = (MJ) — (АМ = CMeBM = DM) 


Demonstracao 


ABCD é paralelogramo => AB=CD (1) 
ABCD é paralelogramo => AB / CD => 
= ВАС = DCA (2) e ABD = CDB (3) 
L 
(2), (1), (6) = ЛАВМ = ACDM = 
(AM = CM e BM = рм.) 








Sendo ABCD um quadrilátero convexo, 
Hipótese Tese 


(AC П BD = {M}, AM = CM, BM = DM) => ABCD é paralelogramo 


Demonstração 
(AM = CM, AMB = CMD (o.p.v.), 


BM = DM) 25 AABM = ACDM => 
= рем => AB / CD 





Analogamente, considerando AADM e ABCM, AD / BC. 
(AB / CD e AD / BC) = ABCD é paralelogramo. 





c) Consegiiência 





QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


108. Dois lados paralelos e congruentes 





Sendo ABCD um quadrilátero convexo, 
Hipótese Tese 


(AB / CDeAB = CD) => ABCD é paralelogramo 





Demonstração 
AB / CD = ВАС = DÊA 


(AB = CD, BÁC DCA, AC comum) = ВС = AD 
Se AB = CD e BC = AD, entáo, pelo item 106b, ABCD é parale- 


logramo. 


b) Conseqúéncia 





V. Propriedades do retángulo, do losango 


e do quadrado 


109. Retángulo — diagonais congruentes 


Além das propriedades do paralelogramo, o retángulo tem a pro- 


priedade característica que segue. 
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QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


a) Em todo retángulo as diagonais sáo congruentes. 
Hipótese Tese 


E AG 


ABCD é retângulo => AC = BD 


Demonstração 


ABCD é retângulo => ABCD é para- 
lelogramo => BC = AD 


(BC = AD, В = À, AB comum) “5 





| b) Todo paralelogramo que tem diagonais congruentes é um re- 
tángulo. 





Sendo ABCD um paralelogramo, 
Hipótese Tese 


AC = BD => ABCD é retângulo 


Demonstração 


D AM € 





C 
3 
| 

| 

| 

| 
| 

| 
B 





A 


ABCD é paralelogramo => BC = AD. 
(AC = BD, ВС = AD, AB comum) ES ЛАВС = ABAD => A В, 


Como Á e B são ángulos colaterais em relação às paralelas AD e BC f 
Á e B sáo suplementares. 

Logo, Á e B, sendo congruentes e suplementares, sáo retos. 

No paralelogramo os ángulos C e D sào opostos respectivamente a Á 
e B e, portanto, C e D também sào retos. 


Então: 
А = В = É = р (são todos retos) => ABCD é retângulo. 
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110. Losango — diagonais perpendiculares 


Além das propriedades do paralelogramo, o losango tem a propriedade 
caracteristica que segue. 






Hipótese Tese 
ABCD é losango — AC 1 BD 





Demonstração 


ABCD é losango — ABCD é paralelogramo — (AM = CM, BM = DM). 
Pelo caso LLL, temos as congruências: 


AAMB = AAMD = ACMB = ACMD 


e, então, os ângulos de vértice M são congruentes e suplementares. 
Logo, AC 1 BD. 


b) Todo paralelogramo que tem diagonais perpendiculares é um | 
losango. — — ne s Жл = c 





Sendo ABCD um paralelogramo, 


Hipótese Tese 
AC 1 BD => ABCD é um losango 





Demonstração 


ABCD é paralelogramo = (АС N BD = (М), AM = CM, BM = DM) 
Pelo caso LAL, temos as congruências: 

AAMB = AAMD = ACMB = ACMD 

Daí, AB = AD = BC = CD e então ABCD é losango. 


QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


111. Quadrado — diagonais congruentes e perpendiculares 


Pelas definicóes, podemos concluir que: 





Portanto, além das propriedades do paralelogramo, o quadrado tem as 
propriedades características dos retángulos e do losango. 





112. Nota 


Notemos, em resumo, que se um quadrilátero convexo 
tem as diagonais que se cortam ao meio, entáo é um paralelogramo, 
tem diagonais que se cortam ao meio e sáo congruentes, entáo é um retángulo, 
tem diagonais que se cortam ao melo e são perpendiculares, então é um /osango, 
tem diagonais que se cortam ao meio, são congruentes e são perpendiculares, 
então é um quadrado. 


VI. Conseqiiências — Bases médias 


113. Base média do triângulo 


a) Se um segmento tem extremidades nos pontos médios de dois 
lados de um triângulo, então: 


1º) ele é paralelo ao terceiro lado; 
2º) ele é metade do terceiro lado. 
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QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 
Seja ABC o triángulo. 
Hipótese Tese 
1°) MN / BC 


(AM = MB, AN = NC) => |29) MN = + ВС 





Demonstracao 


Conduzimos por C uma reta paralela à reta ABe seja D o ponto de in- 
terseção com a reta MN: CD / AB. 
B —— =. 


(С == А, N = CN, O.p.V.) AD AAMN = ACDN = 
È — ЖА E == MB 


B, ) => MBCD é paralelogramo = 
E ainda: 


AAMN = ACDN = MN = DN | 
MBCD é paralelogramo => MD = BC 


=> 


= Do ME = MC => MN = — BC. 


b) Se um segmento paralelo a um lado de um triângulo tem uma | | 


extremidade no ponto médio de um lado e a outra extremidade no tercei- 
ro lado, entáo esta extremidade é ponto médio do terceiro lado. 
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QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


Seja ABC o triángulo. 


Hipótese Tese 
(MN / BC, АМ = МВ, NE АС) — AN = NC 





Demonstracdo 


Seja N, o ponto médio de. AC. Pelo teorema anterior MN, / BC. 
Como a reta paralela a re reta BC por Мех é única | (postulado das paralelas, item 72), 


resulta que MN, = MA. E como MN, e MN interceptam AC em М, е М, 
respectivamente, decorre que N, = М. 


Logo, AN = NC. 


114. Base média do trapézio 





Seja ABCD um trapézio nào paralelogramo de bases AB e CD. 


Hipótese Tese 
(АМ = DM, BN = CN) = 
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Demonstracdo 


Seja E o ponto de intersecáo das 
retas DN e AB. 

АВ 4 CD => B=C 
(В = С, BN = СМ, Ñ о.р.у.) = 
=> ЛВЕМ = ACDN = EN = DN (1) 
е ВЕ = CD (2) 

No ЛАРЕ, em vista de (1), Me N sào pontos médios de AD e DE, respec- 
tivamente. 





Logo, | : O —À x 
1°) MN / AE => MN / AB / CD 
20) MN =D — MN=2 а MN S АРЕ 


Se ABCD for paralelogramo, a propriedade é imediata. 


съ) Se um segmento paralelo às bases ‹ 


tiemidado no ponto médio de um dos outros A dd e 
no quarto fado, então esta extremidade é | ponto médio deste lado. 





Se ABCD é um trapézio náo paralelogramo, 


Hipotese Tese 
(MN / АВ / CD, AM = DM, мє BC) = BN = CN 


Demonstração 


Seja N, O ponto mx médio de BC. 
Pelo о teorema anterior MN, / AB £. 
/ CD. Como a reta paralela à reta AB 
pelo ponto M é única (postulado das 
paralelas, item 72), temos MN, = MN. 
E como MN, e MN interceptam BC em 
N, e N, respectivamente, decorre que 
N =N 

Logo, BN = CN. 
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QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


EXERCÍCIOS 





224. Determine o valor de x nos casos: 
a) b) 





226. Determine o valor de x nos casos: 
a) PA = PB b) AB= ADeCB = CD 





X + 35º 
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QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


БИРР z 


228. Se AP e são bissetrizes, determine: 
) 


O by 
Ej 


b) €, que excede D em 10? 
D C 





А 


229. Se BP, AP, CO e DO são bissetrizes, de- 
termine x + y. 





230. Se ABCD é trapézio de bases AB e CD, determine x e y. 
a) b) 





231. ABCD é trapézio de bases AB e CD. 
Se DP e CP sào bissetrizes, determine 
xeBCD. 
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232. Se o trapézio ABCD é isósceles de ba- 
ses AB e CD, determine A. 


233. ABCD é um paralelogramo e 


= 2x e С = x + 70°, determine 


ud ds, Y 


234. Sendo ABCD um paralelogramo, AP 
é bissetriz, AB = 7 cme PC = 3 ст, 
determine o perímetro do parale- 
logramo. 


A 
235. Se ABCD é um paralelogramo, 
AD = 20cm, BO —12cm € 
BP = BO, determine o perímetro 
desse paralelogramo. 
С 


236. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 


a) Todo retángulo é um paralelogramo. 
b) Todo paralelogramo é retángulo. 

c) Todo quadrado é retángulo. 

d) Todo retángulo é quadrado. 

e) Todo paralelogramo é losango. 

f) Todo quadrado é losango. 
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P 


237. 


239. 


240. 


241. 


242. 


QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 

a) Todo retángulo que tem dois lados congruentes é quadrado. 

b) Todo paralelogramo que tem dois lados adjacentes congruentes é losango. 

c) Se um paralelogramo tem dois ángulos de vértices consecutivos congruentes, 
entáo ele é um retángulo. 


d) Se dois ángulos opostos de um quadrilátero sáo congruentes, entáo ele é um 
paralelogramo. 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 


a) Se dois lados de um quadrilátero sáo congruentes, entáo ele é um paralelogramo. 
b) Se dois lados opostos de um quadrilátero sào congruentes, entáo ele é um pa- 
ralelogramo. 


c) Se dois lados opostos de um quadrilátero sáo congruentes e paralelos, entáo 
ele é um paralelogramo. 


Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F): 


a) As diagonais de um losango sáo congruentes. 

b) As diagonais de um retángulo sào perpendiculares. 

C) As diagonais de um retángulo sáo bissetrizes dos seus ángulos. 

d) As diagonais de um paralelogramo sào bissetrizes dos seus ángulos. 

e) As diagonais de um quadrado sáo bissetrizes de seus ángulos e sáo perpendi- 
culares. 

f) Se as diagonais de um quadrilátero sáo bissetrizes de seus ángulos, entáo ele 
é um losango. 

g) Se as diagonais de um quadrilátero sào perpendiculares, entáo elas sáo bisse- 
trizes dos ángulos dele. 

h) Se as diagonais de um quadrilátero são congruentes e perpendiculares, então 
ele é um quadrado. 

1) Se as diagonais de um quadrilátero sáo bissetrizes e congruentes, entáo ele é 
um quadrado. 

j) Se uma diagonal de um quadrilátero é bissetriz dos dois ángulos, entáo ela 
é perpendicular a outra diagonal. 


Calcule os lados de um retángulo cujo perímetro mede 40 cm, sabendo que a ba- 
se excede a altura em 4 cm. 


Determine a base e a altura de um retángulo, sabendo que o perímetro vale 288 m 
e que a base excede em 4 m o triplo da altura. 


Calcule os lados de um paralelogramo, sabendo que o seu perímetro mede 84 m 


2 
e que a soma dos lados menores representa E da soma dos lados maiores. 
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243. 


244. 


245. 


246. 


247. 


248. 


249. 


250. 


251. 


252. 


253. 


254. 
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A soma de dois ángulos opostos de um paralelogramo é igual a e da soma dos 
outros dois ángulos opostos. Determine-os. 

Determine as medidas dos ángulos de um paralelogramo, sabendo que a diferen- 
ca entre dois consecutivos é igual a - da soma dos seus ángulos. 


Prove que as bissetrizes de dois ángulos consecutivos de um paralelogramo cortam- 
se em ángulo reto. 


Em um trapézio retángulo, a bissetriz de um ángulo reto forma com a bissetriz 
do ángulo agudo do trapézio um ángulo de 110º. Determine o maior ángulo do 
trapézio. 


A diagonal de um losango forma com um dos seus lados um ángulo igual à terca 
parte de um reto. Determine os quatro ángulos do losango. 


A bissetriz de um ángulo obtuso do losango faz com um dos lados um ángulo 
de 55”. Determine o valor dos ángulos agudos. 


A base maior de um trapézio isósceles mede /2 т e a base menor 8 cm. Calcule 
o comprimento dos lados náo paralelos, sabendo que o perímetro é 40 cm. 


3 ; gis eut 2 A 
Um dos ângulos internos de um trapézio isósceles é os E do ángulo externo 


adjacente. Determine os quatro ángulos do trapézio. 


A soma dos ángulos consecutivos de um trapézio é igual a 78? e sua diferenca é 
4?. Determine o maior ángulo do trapézio. 


Determine as medidas dos ángulos formados pelas bissetrizes internas de um tra- 
pézio em que dois ângulos agudos consecutivos medem 80° e 60º. 


Com um arame de 36 m de comprimento construímos um triángulo equilátero 
e com o mesmo arame construímos depois um quadrado. Determine a razào 
entre o lado do triángulo e o lado do quadrado. 


se ABCD é quadrado e ABP é triángulo equilátero, determine x nos casos: 


a) b) 
D C 





255. 


256. 


257. 


258. 


259. 


260. 


261. 


QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


Considerando congruentes os segmentos com “marcas iguais””, determine OS va- 
lores das incógnitas nos casos: 


a) ^ b) T CE 


No triángulo ABC de lados AB = 9, BC = 14е AC = І, os pontos D, Ee F são 
pontos médios de AB, AC e BC, respectivamente. Calcule o perímetro do trián- 
gulo DEF. 





Calcule o perímetro do triángulo ABC, sendo MN = 7cm, NR = 4cm e 
MR = 8 cm, e M, N, R, pontos médios dos lados AB, AC e BC, respectivamente. 


Prove que os pontos médios dos lados de um quadrilátero qualquer sáo vértices 
de um paralelogramo. 


Solução 


N, Pe Q os respectivos pontos 


Seja ABCD um quadrilátero; M, A 
médios de AB, BC, CD e DA. 1 
| 


AABC : MN / ACe MN = 





| 
à: 3 кә 3 


ADAC : PQ / ACePQ = 


= MN / РОе мМ = РО = MNPO é paralelogramo. 


A que condições devem obedecer as diagonais de um quadrilátero convexo para 
que os pontos médios de seus lados sejam vértices de um losango? E de um re- 
tângulo? 

A que condições devem obedecer as diagonais de um quadrilátero convexo para 
que os pontos médios de seus lados sejam vértices de um quadrado? 

Seja ABCD um trapézio de base maior AB e base menor CD. Sejam M o pon- 
to médio do lado AD e N o ponto médio de BC. Os pontos P e Q são os pon- 
tos de interseção de MN com as diagonais 4C e BD, respectivaniente. Dados 
AB = ae CD = b, calcule MN, MP, МО, NP, NQ e PQ. 
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262. 


263. 


264. 
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Solução 


É uma aplicação dos itens 113 e 114 da teoria. 
Sendo MN base média do trapézio, MN é paralela às bases e daí os pontos 
Pe O são os respectivos pontos médios de AC e BD. 





Usando a base média de triângulo e de trapézio, temos: 





е 


AE. A асы db AL 
SA == МО INEO 


lo 





PQ = MQ- MP = РО = 2-2. Б 


А base média de um trapézio vale 20 cm e а base maior é os EI da base menor. 


Determine as bases. 


Em um trapézio sáo dadas as bases AB — 20 cm e CD = 12 cm. Considere os 


pontos P e Q médios das diagonais AC e BD e, depois, os pontos R e 5 médios 
dos lados BC e AD. Calcule os segmentos PR, RO, RS. 


Considerando que os segmentos com ''marcas iguais'' são congruentes, determi- 
ne os valores das incógnitas nos casos: 


a) trapézio b) trapézio 





265. 


266. 


267. 
268. 


269. 


270. 


271. 


272. 


273. 


QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


Num trapézio retângulo em que o ángulo agudo mede 45º, a altura é igual à dife- 
renca das bases. 


Prove que a altura de um trapézio retángulo que tem o ángulo agudo medindo 
30? é igual à metade do lado nào perpendicular às bases. 


Prove que as bissetrizes dos ángulos obtusos de um paralelogramo sáo paralelas. 


Prove que as bissetrizes dos ángulos formados pelas diagonais de um retángulo 
sáo paralelas aos lados do retángulo. 


Num trapézio isósceles ABCD, a base menor AB é congruente aos lados nào 
paralelos. Prove que as diagonais são bissetrizes dos ângulos É e D do trapézio. 


Num paraielogramo ABCD tracamos sua diagonal AC. Pelos vértices B e D tra- 
camos dois segmentos BP e DQ perpendiculares à diagonal AC, com Pe О 
pertencentes a AC. Prove que BP é congruente a DQ. 


Pelo ponto médio M da base BC de um triángulo isósceles ABC tracamos os 
segmentos MP e MQ respectivamente paralelos aos lados AB e AC do triángulo. 
Prove que APMO é um losango. 


Consideremos um quadrilátero convexo com dois ángulos opostos retos. Prove 
que as bissetrizes dos outros dois ángulos internos do quadrilátero sáo semi-retas 
paralelas entre si. 


Na figura, ABCD é um quadrado, on- 
de BC + CE = AE. Sendo F o 
ponto médio de DC, prove que, 
BAE - 2FAD. 
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CAPÍTULO VIII 






Pontos Notáveis 
do Triângulo 





I. Baricentro — Medianas 


115. | 





Hipótese Tese 
didis ais - as І) AM, N BM, N CM, = [С] 
AM,, BM,, CM, são medianas => LAT. MET: бат: 
2) AG=2 +. GM,, BG=2 + GM,, 
Demonstracdo CG-2.GM, 
Seja X o ponto tal que: 


BM, f CM, = (X] 
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Considerando os pontos médios De E de BX e CX, temos o que segue: 





(AABC, AM, = BM, AM,=CM,) — MM, // BC e MM, = BC 
- = 
BD e ХЕ = CE DE 450 BE HC 


(AXBC, XD = BD e XI 


= M.M, // DE e М.М, = DE => M.M,DE é paralelogramo => 


XM, => ВХ =2.ХМ, (1) 


— | DX = XM, = BX-2.XM 
ЕХ = XM, => CX = 2: ХМ, (2) 
Logo, a mediana BM, intercepta a mediana CM, num ponto X tal que: 
CX = 2- XM, 
Tomando-se as medianas AM, e CM, e sendo Y o ponto tal que: 
AM, П CM, = {Y}, 
de modo análogo concluímos que: 
AY =2- YM, (4) 


СҮ 22. YM, (3) E 


De (2) € (3), decorre que X = Y. 

Chamando este ponto X — Y deGe considerando (1), (2) e (4), temos 
AM, N BM, N CM, = [GI e 

CG = 2 E GM, 


AG =2-6M,, BG =2-GM; 


116. Baricentro — definição 
O ponto de interseção (ou ponto de encontro, ou ponto de concurso) 


das trés medianas de um triângulo é o baricentro do triángulo. 
G é o baricentro do AABC. 
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AM, N BM, П CM, = {GQ} 


AG = 2- GM,, BG = 2- GM,, CG = 2. GM, 
AG = + AM,, BG = 2. BM,, CG = 2-. CM, 


GM, = AM, GM, = + BM,, GM, = +. СМ, 


Nota: O baricentro é o centro de gravidade do triángulo. 


ll. Incentro — Bissetrizes internas 


As trés bissetrizes internas de um triángulo interceptam-se num 
mesmo ponto que está a igual distáncia dos lados do triángulo. 


117. 





Sendo o AABC de lados BC = a, 4C = D. B AB - c, 


Hipótese Tese 
2) ds a == ds» = ds. 


AS, BS,, CS, são bissetrizes internas => | 


Demonstracdo 


Seja S o ponto tal que: 
BS, M CS, = (S] 





Temos: 


5 Є BS, => ds. ds. 
S € CS, => de, 


| 

a 
A 
e 


Logo, 
15 AS, D BS, П С, = Bl ^e — 29) ds, — dg, = ds, 
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118. 


de encontro ou ponto de concurso) das 
trés bissetrizes internas de um triángulo 
é o incentro do triángulo. 


Ш. 


119. | 


PONTOS NOTÁVEIS DO TRIÁNGULO 


Incentro — definicao 


O ponto de interseção (ou ponto 


S é o incentro do AABC. 


ds a = ds» = ds. 





Nota 
O incentro é o centro da circunferência inscrita no triángulo. 


Circuncentro — Mediatrizes 





Sendo o AABC, 


Hipótese Tese 


m,, m,, m, mediatrizes de =D ds (am, = 10) 
BC, AC e AB |2) OA = OB = OC 





Demonstracdo 
Seja O o ponto tal que: 
m; f! m, = (O) 


ОЄт, => ned 
O Em, => OA = OB 





| / mr 
= OH 00 == 0E m, / miM = 
Logo, 
Dam Am Nm, = (O) e 2) OA = OB = OC 


125 


PONTOS NOTÁVEIS DO TRIÁNGULO 


120. Circuncentro — definição 


O ponto de interseção (ou ponto 
de encontro ou ponto de concurso) das 
mediatrizes dos lados de um triângulo 
é o circuncentro do triângulo. 


Nota 


O circuncentro é o centro de cir- 
cunferência circunscrita ao triângulo. 





IV. Ortocentro — Alturas 


121. | As três retas suportes das 
alturas de um triângulo 


interceptam-se num mesmo 
ponto. 





Sendo о ДАВС de alturas AH, 
BIL, CH 





Hipotese Tese 
АН, ВН, СН, retas que contém as alturas => AH, N BH, Г\ CA, = IH, 


Demonstração 


"es 
= 


gulo conduzimos retas paralelas aos la- > H3 7; 
dos opostos, obtendo o triángulo MNP. N 


| " «P | 
Pelos vérticos A, Be C автав === ROTA 





A E NP c NP / ВС, ыт Ж, 
BE МР e MP / АС; Le dus 
С E ММ e MN / AB. QE 
хм 

APBC ё paralelogramo => АР = ч ; Te — 
| — _ — > À t dio de NP | 
ABCN é paralelogramo => AN = BC. lae d ua pru v a) 


(AH, 1 BC, NP / BC) => AH, é perpendicular a NP (2) 
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De (1) e (2), decorre que: 
A reta AH, é mediatriz de NP. 
Analogamente: 
A reta BH, é mediatriz de MP. A reta CH, é mediatriz de MN. 


Logo, considerando o AMNP, as mediatrizes АН,, BH, e CH, dos la- 
dos do triángulo interceptam-se num ponto, Н. 


== HR E 
AH, N BH, n CH, = (H] 


122. Ortocentro — definicáo 


O ponto de interseção (ou ponto de encontro ou ponto de concurso) das 
retas suportes das alturas de um triángulo é o ortocentro do triángulo. 


EXERCÍCIOS 





274. Classifique em verdadeiro (V ) ou falso (F): 
a) O incentro é o centro da circunferéncia inscrita no triángulo. 
b) O circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao triángulo. 
c) O incentro é interno ao triángulo. 
d) O baricentro é interno ao triángulo. 
e) O ortocentro é interno ao triángulo. 
f) O circuncentro é interno ao triángulo. 
g) O baricentro é o centro da circunferéncia inscrita no triángulo. 


275. Diga que triángulo satisfaz a condicáo dada nos casos: 
a) o ortocentro e o baricentro sáo coincidentes; 
b) o incentro e o circuncentro sáo coincidentes; 
c) o ortocentro é um dos vértices; 
d) o ortocentro é externo; 
e) o circuncentro é externo; 
f) o circuncentro está em um dos lados; 
g) o ortocentro é um ponto interno. 
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276. 


277. 


278. 


279. 


280. 


281. 
282. 


283. 
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Considere os segmentos constituídos pelas trés alturas, pelas trés medianas e pe- 
las trés bissetrizes internas de um triángulo. Quantos desses segmentos, dois a 
dois distintos, teremos: 

a) no triángulo equilátero; 

b) no triángulo isósceles náo equilátero; 

c) no triángulo escaleno. 


Sendo G o baricentro do triángulo ABC, 
determine x, y e =. 


AG - 10 
BG = у 
СӨ = 14 


Se o quadrilátero ABCD е um paralelo- 
gramo e M é ponto médio de AB, deter- 
mine x. 


16 
X 


DP 
PM 


Il 





Sendo Н o ortocentro de um triângulo ABC e BEC = 150º, determine А. 


Se H é o ortocentro de um triángulo isósceles ABC de base BC e BHC — 50°, 
determine os ángulos do triángulo. 


Se P é о incentro de um triângulo ABC e ВРС = 125º, determine А. 


O circuncentro de um triângulo isósceles é interno ao triângulo e duas media- 
trizes formam um ángulo de 50°. Determine os ângulos desse triángulo. 


Considerando congruentes os segmentos com ''marcas iguais”, determine os 
valores das incógnitas nos casos: 


a) b) paralelogramo 





284. 


285. 


286. 


287. 


288. 


290. Determine o perímetro do triángulo ARS 


291. 





PONTOS NOTÁVEIS DO TRIÁNGULO 


Considerando os quatro pontos notáveis de um triángulo: 
a) Quais os que podem ser externos ao triángulo? 

b) Qual o que pode ser ponto médio de um lado? 

c) Qual o que pode ser vértice do triángulo? 


Em um triángulo ABC, os ángulos A e B medem, respectivamente, 86? e 34”. 
Determine o ángulo agudo formado pela mediatriz relativa ao lado BC e pela bis- 
setriz do ángulo C. 


Em um triángulo ABC os ángulos Á e B medem, respectivamente, 70? e 60”. De- 
termine a razão entre os dois maiores ángulos formados pelas interseções das trés 
alturas. 


Determine as medidas dos trés ángulos obtusos formados pelas mediatrizes de 
um triángulo equilátero. 


Na figura, Qé o ponto médio de AB. 289. Na figura, ABCD é retângulo, Mé o 

OP é paralelo a BC. Sendo AC = ponto médio de CD e o triángulo 

— 30cm, determine PO. ABM é equilátero. Sendo AB = 15, 
calcule AP. 


da figura, onde AB e AC medem /5 cm 
e 18 cm, respectivamente, sendo BO e CO 
as bissetrizes dos ângulos B e É do triân- 
gulo ABC e RS paralelo a BC. 





As três bissetrizes de um triângulo ABC se encontram num ponto O. Determine 
as кеч: dos ángulos 408, AÓC e ВОС em função dos ângulos Á, B e É do 
triángulo 
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LEITURA 


Papus: o Epílogo 
da Geometria Grega 
Hygino H. Domingues 


A partir do século III a.C., Roma comeca a se impor como po- 
tencia militar imperialista. Em 156 a.C., após uma sucessão de con- 
quistas, anexou a Grécia aos seus já vastos domínios. A mesma sorte 
teria o Egito em 31 a.C. Mas alguns anos antes os romanos já haviam 
intervindo neste país, valendo-se da disputa pelo poder entre Cleópa- 
tra e seu irmáo. César, no ano 47 a.C., mandara incendiar a esquadra 
egípcia ancorada no porto de Alexandria. O fogo se alastrou e atingiu 
a biblioteca, consumindo cerca de 500 mil textos. 

Apesar desses acontecimentos, Alexandria continuaria a osten- 
tar por muito tempo a condicáo de capital cultural do mundo. Mas, 
por razões várias, aproximadamente por volta dessa época começa 
a declinar em intensidade sua pujança, inclusive no campo da mate- 
mática. | 

De um lado o modelo matemático dos gregos, com sua grande 
ênfase na geometria dedutiva, paralelamente à não-adoção de qualquer 
simbologia algébrica, estava se esgotando. Ademais, os romanos, em- 
bora a princípio nào interferissem nas atividades científicas dos gre- 
gos, muito menos as incentivavam ou valorizavam, posto que só o co- 
nhecimento prático lhes interessasse. E, quando o cristianismo se tor- 
nou a religiáo oficial do Império Romano, essa isencáo foi sendo aban- 
donada, culminando com o fechamento das escolas gregas de filosofia 
no ano 529, incluindo a secular Academia de Platáo, em Atenas. Nes- 
sa fase de decadéncia o ültimo grande alento da matemática grega foi 
dado por Papus de Alexandria (c. 300 d.C.). 





Papus provavelmente viveu e ensinou em Alexandria entre o fi- 
nal do século III e a primeira metade do século IV, conforme se deduz 
de comentário seu sobre o A/magesto, em que cita como episódio re- 
cente um eclipse do Sol ocorrido no ano 320. Dentre suas obras, ape- 
nas uma restou até nossos dias: a Coleção Matemática, em oito livros, 
dos quais o primeiro e parte do segundo se perderam. 

Predominantemente uma obra de geometria, a grande importán- 
cia da Coleção Matemática se assenta em três razões principais. 

Uma delas se traduz nas preciosas informações históricas que in- 
clui sobre a matemática grega; a outra, na tentativa de tornar mais aces- 
sivel a geometria grega já conhecida, mediante novas demonstrações 
e lemas explanatórios; a última é a própria contribuição original de 
Papus, bastante significativa. 

Um dos resultados de maior alcance deixados por Papus é co- 
nhecido hoje como teorema de Guldin — em homenagem a P. Guldin, 
que o redescobriu no século XVII. Esse teorema assegura que, se uma 
reta e uma curva fechada são coplanares e não se interceptam, o volu- 
me do sólido obtido girando-se a superfície delimitada pela curva em 
torno da reta é igual ao produto da área dessa superfície pelo compri- 
mento da trajetória de seu centro de gravidade. 

É digna de registro também a proposição 139, no livro VII, co- 
nhecida em geometria projetiva como teorema de Papus: “Se A, Be 
C são pontos de uma reta e A”, В’ e С’ pontos de outra, conforme 
a figura, entào AB' e A'B, AC' e A'C,BC' e B'C se encontram em 
trés pontos colineares””?. 





A Papus se deve ainda o conceito de foco e diretriz de uma cóni- 
ca. É dele o teorema: “O lugar geométrico dos pontos de um plano 
cuja razào das distáncias a um ponto (foco) e uma reta (diretriz) é cons- 
tante, é uma cônica”. 

Enfim, bem que Papus se empenhou para reerguer a geometria 
grega. Mas as forças inexoráveis da história estavam contra ele. 
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CAPÍTULO IX 






Polígonos 


I. Definições e elementos 


123. Polígonos — definicáo 


Dada uma seqüéncia de pontos de um plano (A,, А,, ..., А„ com 
n > 3, todos distintos, onde trés pontos consecutivos náo sáo colineares, 
considerando-se consecutivos А, ;, A, e A, assim como 4,, А, e 4,, chama-se 
polígono à reunião dos segmentos 4,4, A,A,, ..., A, ¡Ap A,A;. 

Indicacáo: 

poligono AAA; ... An-¡An ou, simplesmente, 4,454; ... A,.;A, 

AAA; ... A, ¡A, = AA U AA, U ...U A, A U АА, 























124. Exemplos 


A, " E, D, 
1 
| D, 
B E 
A 2 5 
* A. В. С, D 
B4 B, C; : | D; 
A4 As 3 


А,А,А,А,А,, В,В,В,В,В., C,C,C,C,C, e D,D,D,D,D, são polígonos. 
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Para n = 5, os dois casos abaixo nào sáo polígonos. 


E 


1 





Ea 


E,E,E;E,E. apresenta E, E, e Е, a F,E;F;F,F, apresenta F,, F, e Е, 
colineares colineares. 


125. Elementos 


Considerando o polígono 4,4;4; ... A, ,A,, temos: 
os pontos A, A» Az, ..., An- А, são os vértices do polígono 
os segmentos 4,4,, AA; ..., A, ¡An A, A, são os lados do polígono; e os 
ángulos 











А, = AAA As = AAA, co А, = A А.А, 

sao os ángulos do polígono. 

Dois lados que tém um vértice comum (ou uma extremidade comum) 
sáo lados consecutivos. 

Dois lados náo consecutivos náo tém vértice (ou extremidade) comum. 

Dois ángulos de um polígono sáo consecutivos se tém um lado do polí- 
gono comum. 

Um poligono de n vértices possui n lados e n ángulos. 

A soma dos lados é o perímetro do polígono. 

perímetro de 444; ... 4,4, = AA, + AA; +... + AA, + AA, 





126. Polígono simples 


Um poligono é simples se, e somente se, a intersecáo de quaisquer dois 
lados náo consecutivos é vazia. 

Dos polígonos do exemplo anterior (item 124), temos: 

А,А,АзА,А; e B,B,B,B,B, são polígonos simples 

C,C,C,C,C, nào é polígono simples (é complexo) e 

D,D,D,D,D, nào é polígono simples (é complexo e ainda entrelacado). 
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127. Polígono convexo e polígono cóncavo 


Um polígono simples é um polígono convexo se, e somente se, a reta 
determinada por dois vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais 
(n — 2) vértices num mesmo semiplano dos dois que ela determina. 


Se um polígono náo é polígono convexo, diremos que ele é um polígono 
cóncavo. 


Aj|A;A,A,AÀ, é polígono convexo.  B,B,B,B,B, é poligono côncavo. 
128. Interior e exterior de um polígono 


Dado um polígono simples e um ponto não pertencente a ele, se condu- 
zirmos uma semi-reta com origem no ponto e que não passe por nenhum vér- 
tice, mas intercepte o polígono, se o número de pontos de interseção: 

a) for impar, então o ponto é interno ao polígono; 

b) for par, o ponto é externo ao poligono. 


O conjunto dos pontos internos de um polígono é seu interior e o con- 
junto dos pontos externos ao polígono é seu exterior. 


O interior de um poligono convexo é uma região convexa. 
O interior de um polígono côncavo é uma região côncava. 


129. Superfície poligonal 


A reunião de um polígono com o seu interior é uma regido poligonal 
ou superfície poligonal. 


Superfície poligonal Superfície poligonal 
(convexa) (cóncava) 
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130. Observacao 


Sob uma outra orientacáo, até este ponto nào adotada neste texto, o 
ente polígono corresponde ao que denominamos superfície poligonal ou regido 
poligonal; o ente poligonal fechada ou contorno do polígono corresponde ao 
que chamamos de polígono. As conclusões práticas a que se chega com uma 
ou outra orientação são as mesmas. 


131. Nome dos polígonos 


De acordo com o número n de lados, os poligonos recebem nomes espe- 
ciais. Veja a seguir as correspondências: 


Е-Е DD 




















3 — — -> triángulo ou trilátero 3 lados 
4 ————— quadrángulo ou quadrilátero ———— 4 lados 
5 — pentágono — . l 5 lados 
6 ————— hexágono 6 lados 
7 —— heptágono 7 lados 
8 ————= octógono 8 lados 
9 ————>» eneágono ——————————————————» 9 lados 
10 decágono ————— — — — — — — — 10 lados 


11 —————» undecágono ——— ——— — — — — —» 11 lados 
12 ——— ——- dodecágono —— 12 lados 
15 ——— >» pentadecágono 15 lados 
20 — — —- icoságono 20 lados 











Em geral, para um número n(n > 3) qualquer de lados dizemos que o 


polígono é um: 


n-látero. 


132. Polígono regular 


Um polígono que possui os lados congruentes é equilátero. Se possui 
os angulos congruentes, é equiángulo. 


Quadrilátero equilátero 


А 





С 
Quadrilátero equiángulo 
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Um polígono convexo é regular se, e somente se, tem 
todos os lados congruentes (é equilátero) 





e 
todos os ángulos congruentes (é equiángulo). 
Exemplos 
B- С 
O triángulo regular é o O quadrilátero regular é o 
triángulo equilátero. quadrado. 


Hexágono equilátero Нехаропо equiângulo — Hexágono regular 


П. Diagonais — Ángulos internos — 
Angulos externos 


17) Número d de diagonais de um polígono de n lados (n > 3) 


133. Diagonal de um polígono é um segmento cujas extremidades sáo vérti- 
ces náo consecutivos do polígono. 





ABCD é um quadrilátero convexo. ABCD é um quadrilátero cóncavo. 
AC e BD sào suas diagonais. AC e BD são suas diagonais. 
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Dedução 

Seja AAA; ... A, um polígono 
de n lados. 

Com extremidade num dos vér- 
tices do polígono (vértice 4,, por exem- 
plo), temos: 

(n — 3) diagonais. 
| Se com extremidade em cada vér- 
tice temos 





(n — 3) diagonais, 
então com extremidades nos n vértices, temos: 
n(n — 3) diagonais. 
Porém, nesta conta 
nain — 3) 

cada diagonal é contada duas vezes, pois tem extremidades em 2 vértices. 

(Por exemplo, na conta acima, A,A, € AA, são contadas como duas 
diagonais, quando na realidade é uma só 4,4, = A,4,.) 

Logo, o número d de diagonais é: 





2º) Soma S, dos ângulos internos de um polígono convexo 
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Dedução 


Seja A,4,4; ... A, um polígono 
convexo de n lados. 

De um vértice qualquer conduzi- 
mos todas as diagonais que tém esse vér- 
tice como extremo. 

O polígono fica entáo dividido 
em 

(n — 2) triangulos e 


a soma 5, dos ángulos internos do po- 
lígono 





S=h+b+h+ th 


é igual à soma dos ângulos internos dos 
(n — 2) triângulos. 


Logo, 


S = mM- 2) «2Tetos ou 





S; (n =$: 





180º 





3? Soma .5, dos ângulos externos de um polígono convexo 


136. Ángulo externo de um polígono convexo é um ângulo suplementar ad- 
jacente a um ángulo (interno) do polígono. 


137. | Asoma s dos ángulos externos de um polígono convexo de n la- 
dos (n 2 3) é dada por: 





Se = 4 retos 
ou, simplesmente: 


A soma dos ángulos externos de um polígono convexo é: 





S. = 360º 
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Dedução 
Seja A,A A; ... A, um polígono 
convexo de n lados. 


Considerando os ángulos ex- 
ternos 


©, €» ©з, ..., €, 


suplementares adjacentes aos respecti- 
vos ángulos internos 


lis l5, lz, » за la 





temos: 
Gti = BO 
é ъ= {80° 
+ 1, = 180° somando membro a membro as л igualdades 


Substituindo-se 5, por (n — 2) - 180º, vem: 


S. + (n— 2). 180º = п. 180º 
S. - n--1809 — 360º = n.-1809 





138. Expressões do ángulo interno (a) e do ángulo externo (a,) 
de um polígono regular 


Os ángulos internos de um polígono regular sáo congruentes. 


_ (n 2) - 180? 
n 





ж; 


Os ángulos externos de um polígono regular são congruentes. 


360^ 
n 
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E, ainda: 





Nota 
. Para se calcular a medida do ângulo interno (a;) de um polígono regu- 
lar é mais prático se obter, em primeiro lugar, a medida do ângulo externo (а,) 
e, pelo suplemento, se encontra a medida do ángulo interno. 





292. Determine, de preferéncia sem usar a fórmula, a soma dos ángulos internos de um: 
a) pentágono convexo b) hexágono convexo 
293. Determine o valor de x nos casos: 


a) b) 





с) d) 








150° 120° 
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294. Nos casos abaixo, determine x, sabendo que os segmentos 4P, BP, CP e DP 
nas figuras em que aparecem sáo bissetrizes. 





295. Sendo AP e CP bissetrizes de Á e C, determine x. 
a) AB / PC b) AB / PC 
AP / BC 





296. Determine o ángulo interno e o ángulo externo de um: 
a) triángulo equilátero; 
b) quadrado; 
с) pentágono regular; 
d) hexágono regular. 
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297 


298 


299 
300 
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. Se o triángulo ABP é equilátero e ABCDE é pentágono regular, determine x 
nos casos: 
a) b) 





. Determine os valores de x e y nos casos: 


a) pentágono regular e quadrado b) hexágono regular e quadrado 





. Calcule a soma dos ángulos internos de um eneágono. 


. Calcule a soma dos ángulos internos de um decágono. 


. Calcule a soma dos ángulos internos de um icoságono. 


2. Qual é o polígono cuja soma dos ángulos internos vale 18007? 


. Calcule o número de diagonais de um decágono. 


. Calcule o número de diagonais de um icoságono. 


. Determine o polígono cujo número de diagonais é o triplo do número de lados. 


. Determine o polígono cujo número de diagonais é o quádruplo do número de lados. 


Determine o polígono que tem 9 diagonais distintas. 


Determine o maior ángulo de um pentágono cujos ángulos internos estáo na ra- 
280 25: 3:3 : 4: 5, 


309. 


310. 


311. 


312. 


313. 


314. 


POLÍGONOS 


Um polígono regular possui a partir de um de seus vértices tantas diagonais quantas 
sáo as diagonais de um hexágono. Ache: 

a) o polígono; 

b) o total de diagonais; 

c) a soma dos ángulos internos; 

d) a soma dos ángulos externos; 

e) a medida de cada ángulo interno e de cada ángulo externo. 


Solucáo 


1) Número de diagonais do hexágono 
(n = 68 = nn - 5) = Э. .6(6 —3) — 


d = > 


2 
2) Novo polígono 
De cada vértice partem n — 3 diagonais. Entáo: 
ü-—23-:9 => n= 12. 


a) O polígono é o dodecágono (n = 12). 


b) d = mM = d= dA d = 54 (diagonais). 
с) $, = (п — 2) - 180º => S, = (12 – 2) - 180º => 5 = 1 800º 


d) A soma dos ángulos externos é constante: S, = 360º. 
е) n-a, = 360° => 12-а, = 360? => a. = 30? 
а, ta = 180° => a, = 180° — 30° => a = 150º. 


Quantas diagonais podemos traçar, partindo de um vértice de um polígono con- 
vexo de 20 lados? 


Determine o número de lados de um polígono convexo, sabendo que de um de 
seus vértices partem 25 diagonais. 


Determine o polígono convexo cuja soma dos ângulos internos é igual ao número 
de diagonais multiplicado por 180º. 


Podem os ângulos internos e externos de um polígono regular apresentar medi- 
das iguais? Em que caso isso ocorre? 


Determine o número de diagonais de um polígono regular convexo cujo ângulo 
externo vale 24º. 
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315. 


316. 


317. 


318. 


319. 


320. 


321. 


322. 


323. 


324. 


325. 


326. 
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A razáo entre o ángulo interno e o ángulo externo de um polígono regular é 9, 
Determine o número de lados do polígono. 


O ángulo interno de um poligono regular vale /,5 vez o seu ángulo externo. 
Determine o número de lados do poligono. 


O ángulo externo de um polígono regular é igual ao dobro do seu ángulo interno. 
Determine o número de diagonais desse polígono. 


A soma dos ángulos internos com a dos ángulos externos de um polígono regular 
vale 1 800%. Determine o número de diagonais do polígono. 


Determine o número de lados de um polígono convexo regular cujo ángulo inter- 
no é o quintuplo do externo. 
Determine o número de lados de um polígono regular ABCDE ..., sabendo que as 


bissetrizes AP e CP dos ángulos Á e É formam um ángulo que vale 2. do seu 
ángulo interno. 


Determine a medida do ángulo formado pelos prolongamentos dos lados ABe 


CD de um polígono regular ABCD ... de 20 lados. 


As mediatrizes de dois lados consecutivos de um polígono regular formam um 
ángulo de 24”. Determine o número de diagonais desse polígono. 


Aumentando o número de lados de um polígono em 3, seu número de diagonais 
aumenta em 2/. Determine o número de diagonais desse poligono. 


Na figura abaixo, determine a soma das medidas dos ángulos. 
a+rb+e+d+e+/f. 





Dados dois polígonos com nen + 6 lados, respectivamente, calcule л, sabendo 
que um dos polígonos tem 39 diagonais mais do que o outro. 


Trés polígonos convexos têm л, n + 1, n + 2 lados, respectivamente. Sendo 
2 700? a soma de todos os ángulos internos dos trés polígonos, determine o valor 
de n. 


327. 


328. 


329. 


332. 


POLÍGONOS 


Os números que exprimem o número de lados de três polígonos são n — 3, n e 
n + 3. Determine o número de diagonais de cada um dos polígonos, sabendo 
que a soma de todos os seus ángulos internos vale 3 240º. 


Solução 


n-51-3; ч=п; b=n0+3 
(n—3 —2)180? + (n — 2180? + (n + 3 — 2)180° = 3 240º 
(п — 5)180º + (n — 2)180° + (n + 1)180º = 3 240º 
(1-5 +п-2 + п + 1)180º = 3 240º 
3п-6 = 18 = Зп = 24 = п = 8. 


E 
| 
ы 
e 
E 
| 
| 
Un 
= 
to 
li 
So 
a 
ә 
| 


111—3) _ 
; c4. 


= 
==. 


пу = d; = 


Três polígonos têm o número de lados expressos por números inteiros consecuti- 
vos. Sabendo que o número total de diagonais dos trés poligonos é igual a 28, 
determine o polígono com maior número de diagonais. 


Dois polígonos convexos tém o número de lados expresso pelos números n e 
n + 4. Determine o valor de n, sabendo que um dos polígonos tem 34 diagonais 
mais do que o outro. 


Um polígono convexo tem 5 lados mais do que o outro. Sabendo que o número 
total de diagonais vale 68, determine o número de diagonais de cada polígono. 


Dados dois polígonos regulares, com (n + 1) lados ел lados, respectivamente, 
determine zt, sabendo que o ángulo interno do primeiro polígono excede o ángulo 
interno do segundo em 5º. 


Um poligono regular possui 30 diagonais que nào passam pelo seu centro. Quan- 
to mede cada ángulo interno dele? 


Solução 


Um polígono regular só tem diagonais passando pelo centro se o número 


: | z A n 
n de lados for par e o nümero de diagonais que passam pelo centro for ex 
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Neste problema temos que considerar 2 casos: 


19) 


2.) 


п é impar — Мао há diagonal passando pelo centro. 
Neste caso o número total de diagonais é d = 30. 
Vamos calcular o número de lados: 


n(n — 3) a B. 
2 е OE 


As raízes da equacáo nào sáo números naturais (A — 249). Logo, nào 
existe polígono com 30 diagonais e com nümero ímpar de lados. 


d = п? – Зп – 60 = 0 


” ғ П è * 
п é par — Há "a diagonais passando pelo centro. 
oe АТА п 
Neste caso o número total de diagonais é d = Ea + 30. 


an(n-3) p= _ пп 3) 

2 PESES + 30 = > => 
A raiz da equacáo que é número natural é n = 10. 
O poligono é o decágono regular. 
Cálculo do ángulo interno: 
360º 


а = 180° — a, — EE cud = а; = 144° 


d= 02—40 — 60 = 0 


333. Qual o poligono regular que tem 6 diagonais passando pelo seu centro? 


334. Um polígono regular tem 170 diagonais. Quantas passam pelo centro? 


335. O ângulo interno de um polígono regular mede 140º. Quantas diagonais passam 
pelo centro? 
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CAPÍTULO X 






Circunferéncia 
e Círculo 





I. Definicoes — Elementos 


139. Circunferéncia é um conjunto 
dos pontos de um plano cuja distáncia 
a um ponto dado desse plano é igual a 
uma distáncia (nào nula) dada. O pon- 
to dado é o centro e a distáncia dada é 
O raio da circunferéncia. 


Dados: um plano o, um ponto O de œ e uma distância r, 
MO, т) = [РЄ al] dp. = Y 


onde A(O, r) representa a circunferência de centro O e raio r. 


140. Posicao de ponto e circunferéncia 
Dado um ponto X e uma circun- 
feréncia A(O, r), 
X ё interno a A => dyo <T 
X pertence а \ <> dxo = т 
X ё externo a A <> dyo > т 


Na figura, 7 é interno a ^, P per- 
tence a А e E é externo a À. 
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141. Interior e exterior 


O conjunto dos pontos internos 
a uma circunferéncia é seu interior. 

O conjunto dos pontos externos 
a uma circunferéncia é seu exterior. 


Sendo A(O, r) uma circunferén- 
cia de um plano a: 


interior de A = РЄ a | dpo < rj 
exterior de A = [РЄ a | dpo > т) 


142. Corda, diámetro e raio 

Corda de uma circunferéncia é 
um segmento cujas extremidades perten- 
cem à circunferéncia. 


AB é uma corda. 


Diámetro de uma circunferéncia 
é uma corda que passa pelo centro. 


CD é um diámetro. 


exterior 


interior 





Um raio de uma circunferéncia é um segmento com uma extremidade 
no centro e a outra num ponto da circunferéncia. 


OP é um raio. 


143. Arco de circunferéncia e semicircunferéncia 


Consideremos uma circunferéncia A de centro O e sejam A e B dois pontos 
de A que não sejam extremidades de um diâmetro. Nessas condições, temos: 


a) arco menor AB é a reunião 
dos conjuntos dos pontos A, B e de to- 
dos os pontos de A que estáo no interior 
do ángulo AÓB; 


b) arco maior AB é a reuniào dos 
conjuntos dos pontos A, B e de todos 
os pontos de ^ que estáo no exterior do 
angulo AOB. 
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arco 
(menor) 

arco 
(maior) 
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Se considerarmos AÓB como sendo o setor angular ou o ángulo com- 
pleto, podemos ter: 


arco menor AB = AN АДВ 


Os pontos 4 e B são as extremidades do arco. 
Seguindo a figura, indicaremos os arcos como segue: 


АВ = arco menor AB ÁXB = arco maior АВ 


Salvo aviso contrário, ao nos referirmos ao arco ÁB, estamos conside- 
rando o arco menor. 

Se A e Bsáo extremidades de um 
diámetro de ^, 

semicircunferéncia ÁB é a reu- 
niào dos conjuntos dos pontos A, B e 
de todos os pontos de A que estáo num 
mesmo semiplano dos determinados pe- 


la reta AB. 


Se x é um desses semiplanos, po- 
demos ter: 





semicircunferéncia AB = A N qa. 


144. Círculo 


Círculo (ou disco) é um conjun- 
to dos pontos de um plano cuja distân- 
cia a um ponto dado desse plano é me- 
nor ou igual a uma distância (não nula) 
dada. 

Dados um plano o, um ponto O 
de œ e uma distância r, 





circulo de centro O e тай: = elO, N = |Р Е aeldo & rj 


O círculo é a reunião da circunferência com seu interior. 
Centro, raio, corda, diâmetro e arco de um círculo são o centro, o raio, 
a corda, o diâmetro e o arco da respectiva circunferência. 
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145. Setor circular, segmento circular e semicírculo 


Consideremos um círculo c de centro O e sejam A e B dois pontos da 
circunferéncia de c que nào sejam extremidades de um diámetro. 


1?) setor circular 

a) Setor circular menor AOB é a 
reuniáo dos conjuntos dos pontos dos 
raios OA e OB e de todos os pontos do 
círculo c que estáo no interior do ángu- 
lo AÓB. 

b) Setor circular maior AOB é a 
reuniáo dos conjuntos dos pontos dos 
raios OA e OB e de todos os pontos do 
círculo c que estáo no exterior do ángu- 
lo AÓB. 





Salvo aviso contrário, quando nos referimos ao setor circular AOB, es- 
taremos considerando o setor circular menor. 

Se considerarmos АОВ como sendo o setor angular (ángulo completo), 
poderemos ter: 


setor circular АОВ = АОВ П c. 


2º) Segmento circular 
a) Segmento circular menor AB 
é a interseção do círculo c com o semi- 
—- 
plano de origem na reta AB e que não 
contém o centro de c. 


sendo « esse semiplano (vide 
figura) 


segmento 





Segmento circular menor AB = « AN c. 


b) Segmento circular maior AB é a intersecáo do círculo c com o semi- 
E 
plano de origem na reta AB e que contém o centro de c. 
Quando nos referimos ao segmento circular, salvo aviso em contrário, 
consideramos o menor. 
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39) Semicírculo 


Se A e B são extremidades de um 
diámetro de c, semicírculo AB é a inter- 
seção do círculo c com um dos semi- 

E 
planos de origem na reta AB. 


Semicírculo AB = а fic. 





semicírculo 


II. Posições relativas de 


146. Secante — definicao 


Uma reta secante a uma circun- 
feréncia é uma reta que intercepta a cir- 
cunferéncia em dois pontos distintos. 

Dizemos que a reta e a circunfe- 
réncia sáo secantes. 

Na figura: 

S FLA = A, BI 


147. Propriedade da secante 


. 8) Se uma reta s, secante г a 
uma circunferência MO, г), nào 
passa pelo centro O, intercepta A 
nos pontos distintos A eB,e „езе М 


é o ponto médio da corda AB, en- 


tão a reta OM é perpendicular à 
secante s (ou à corda AB). - 





Hipótese Tese 
(M é ponto médio da corda AB, M z O) = OM 1 AB 


Demonstracáo 


Pelo caso LLL, os triángulos OAM e OBM sáo congruentes. 
Daí decorre que OM 1 AB e OM і s. 
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b) Se uma reta s, secante a 
uma circunferéncia MO, r), náo 
passa pelo centro O, intercepta A 
nos pontos distintos A e B, entáo 


a perpendicular a s condu ida pe- 
lo centro passa pelo ponto médio 
da corda AB. 





Hipótese Tese 


OM perpendicular à corda AB => AM = MB 


Demonstração 


Pelo caso especial de congruência de triângulos (cateto-hipotenusa), os 
triângulos OAM e OBM são congruentes. Dai vem AM = MB, ou seja, M éo 
ponto médio da corda AB. 


Observações 


1?) Usando o caso de congruéncia LLL, pode-se provar a propriedade: 
A mediatriz de uma corda passa pelo centro da circunferência. 


2º) Sendo s secante a A(O, г), então do, < ге reciprocamente. 
148. Tangente — definição 


Uma reta tangente a uma circun- 
ferência é uma reta que intercepta a cir- 
cunferência num único ponto. 

A reta tangente a uma circunfe- 
rência tem um ponto comum com a cir- 
cunferência e os demais pontos da reta 
são externos à circunferência: 

O ponto comum é o ponto de 





tangência. A 
Dizemos que a reta e a circunferência são tangentes. 
Na figura: 
EPA: E 
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149. Propriedade da tangente 


a) Toda reta perpendicular a um raio na sua extremidade da cir- 





cunferéncia é tangente á circunferéncia. 


Seja a circunferência MO, r) e T 
um de seus pontos. 


Hipótese Tese 





t L OTem T => té tangente a À 


Ed 


A 


Demonstracdo 


Seja E outro ponto de /, distinto do ponto 7. 
(OT 1 teOE oblíquo at) => OE > OT = OE > г => Eéexterno ah. 


Logo, a reta / tem um único ponto 7 comum com A, pois os demais sáo 
externos. | 


Portanto, / é tangente a A. 


b) Toda tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no 





ponto da tangéncia. 


Hipótese Tese 


t tangente a A em T => t 1 OT em T 


Demonstração 





Se / nào fosse perpendicular a OT, teríamos o que segue. 
Seja M pé da perpendicular à reta t por O. O ponto M seria distinto de 7. 
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—= PEA Amm 
Tomando na semi-reta oposta a MT um ponto X tal que MX = MT, 
teríamos: 
LAL 


OM comum, OM 1 TX, MX=MT => AOMX=AOMT = OX=OT 
= ОХ=г = X€X 

Portanto, / interceptaria À em dois pontos distintos, Te X, о que é ab- 
surdo, de acordo com a hipótese. — 

Logo, t é perpendicular a OT em T. 


Observacáo 


Se t é tangente à circunferência A(O, r), então do, = г e recipro- 
camente. 


150. Exterior — definicáo 


Uma reta exterior a uma circun- 
feréncia é uma reta que náo intercepta 
a circunferéncia. 

Dizemos que a reta e a circunfe- 
réncia sáo exteriores. 

Na figura: 

eñaA-= Ø 





151. Posicóes 


Considerando uma reta 5, uma circunferência A(O, r) e sendo d a dis- 
tância do centro O à reta s (d = do), há trés possibilidades para s e À: 


LEX 
: > on nad 
dep e e 






s П х= А, В! ба ITI ПА = t 
S e ^ secantes Se ^ tangentes S e À externas 
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III. Posicóes relativas de duas circunferéncias 


152. Definicoes 


Uma circunferéncia é interna a outra se todos os seus pontos sáo pontos 
internos da outra. 

Uma circunferéncia é tangente interna a outra se tém um único ponto 
comum e os demais pontos da primeira sáo pontos internos da segunda. 

Duas circunferéncias sáo secantes se tém em comum somente dois pon- 
tos distintos. 

Duas circunferências são tangentes externas se têm um único ponto co- 
mum e os demais pontos de uma sáo externos à outra. 

Duas circunferéncias sào externas se os pontos de uma delas sáo exter- 
nos à outra. 


153. Posicoes 


Considerando duas circunferências A¡(O,, r,) e A(O,, r,) com r; > r, e 
sendo d a distáncia entre os centros, prova-se que há cinco possibilidades para 
Хх, е As: 





A, tangente externa a À, A, externa a A, 
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IV. Segmentos tangentes — Quadriláteros 
circunscritíveis 


154. | Se de um ponto Р conduzirmos os segmentos РА e PB, ambos | 
| tangentes a uma circunferência, com 4 e B na circunferência, 


então PA = PB. 






Hipótese Tese 


PA е PB tangentes ad; A, BE) — РА = PB 
Demonstracdo 


Seja O o centro de A. 

Aplicando o caso especial de con- 
gruéncia de triángulos retángulos: 
OA = OB (cateto), OP comum (hipote- 
nusa) —- APAO=APBO => PA=PB. 





Nota 
O centro O de A pertence à bissetriz de APB. 
155. Quadrilátero circunscrito — definicáo 


Um quadrilátero convexo é circunscrito a uma circunferéncia se, e so- 
mente se, seus quatro lados sáo tangentes a circunferéncia. 


T А 


Na figura: 


ABCD é circunscrito a À ou А ё inscrita em ABCD. 
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156. Propriedade 








Hipótese Tese 
ABCD circunscrito a À => AB + CD = AD + BC 


Demonstracao T D 
A 
Sejam X, Y, Ze T os pontos de 
tangéncia de AB, BC, CD e DA, res- X i 
pectivamente. | 
B > С 
Aplicando a propriedade dos segmentos tangentes: 
AX = АТ 
EE S momo 
e ue << AB + CD D 
DZ = DT AB CD =AD + BC 


ў b) Se num quadrilátero convexo a soma de dois lados opostos é 


igual à soma dos outros dois, entào o quadrilátero é circunscritível a uma 





circunferéncia. 


sendo ABCD um quadrilátero convexo, 


Hipótese Tese 


AB + CD = AD + BC => ABCD écircunscritível a uma circunferência. 


Demonstração 


Seja À a circunferência tangente 
aos lados AB, BC e CD do quadrilátero. 

Se ABCD não é circunscritível a 
À, existe ABCX, com X na reta CD que 
é circunscrito a À. 
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ABCX circunscrito ал => AB + CX = BC + AX (1) 


Hipótese => АВ + СЮ = Ар + ВС => АВ + СХ+ҰХр = Ар + ВС = 





E AS иин Е. м ss 


— AB + CX = AD + BCŁXD (2) CD 


De (1) e (2) decorre que AX = AD t XD, o que é absurdo no AADX. 
Logo, ABCD é circunscritível a uma circunferência. 


157. Condição necessária e suficiente 


Uma condição necessária e suficiente para um quadrilátero conve- 
xo ser circunscritível a uma circunferência é a soma de dois lados opostos 
ser igual à soma dos outros dois. 





EXERCÍCIOS 


336. Determine o raio do círculo de centro O, 
dados: AB = 3x -3e OA = x + 3. 


337. A circunferéncia ao lado tem raio de 
16 cm e o ponto P dista 7 cm do centro. 
Determine a distáncia entre P e a circun- 
feréncia. 
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338. Determine o valor de x nos casos: 


a) s é perpendicular a AB b) PA e PB sáo tangentes á circun- 
feréncia 





340. Ascircunferéncias da figura sáo tangen- 
tes externamente. Se a distáncia entre os 
centros é 28 cm e a diferenca entre os 
raios é 8 cm, determine os raios. 


341. Duas circunferéncias sáo tangentes inter- 
namente e a soma dos raios é 30 cm. Se 
a distáncia entre os centros é 6 cm, deter- 
mine os raios. 
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342. 


343. 


344. 


345. 
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Na figura, as circunferéncias sáo tangen- 
tes duas a duas e os centros sáo os vérti- 
ces do triángulo ABC. Sendo AB = 
= 7cm, АС = 5cm e BC = бст, de- 
termine os raios das circunferências. 





— Em en 
As circunferéncias sào tangentes externamente em Q e PA e PB sao tangentes 
às circunferéncias. Determine a medida do ángulo AÓB nos casos: 


a) onde / é tangente comum e b) com APB = 100º 
APB = 80º 





Diga o número de retas que passam pelo ponto P e tangenciam a circunferência 
À nos casos: 

a) P pertence a À c) P é externo a À 

b) P é interior a À 


Determine o número de retas tangentes comuns que podemos traçar a duas cir- 
cunferências nos casos abaixo. 

a) As circunferências são concêntricas distintas. 

b) As circunferências são exteriores. 

c) As circunferências são secantes. 

d) As circunferências são tangentes exteriormente. 

e) As circunferências são tangentes interiormente. 


346. 


349. 


350. 


351. 


352. 


353. 


354. 


355. 


356. 


CIRCUNFERÉNCIA E CÍRCULO 
Pode um setor circular coincidir com um segmento circular? Cite o caso. 
Em que caso um setor circular é um semicírculo? 


O que podemos dizer da reta que passa pelo ponto de tangéncia de duas circunfe- 
réncias tangentes entre si, sabendo que essa reta é perpendicular á reta que passa 
pelos centros dessas circunferéncias? 


E possível obtermos uma corda que passa pelo ponto médio do diámetro de uma 
circunferéncia? 


Dé a posicáo de duas circunferéncias de raios r e R, sendo d a distáncia entre 
seus centros, nos casos abaixo: 


a) r= 20w R —25 d = 10 cm 
br-— Sen К = Юс d = I5 em 
оге Jem: R= 7: d= Lean 
dir= tem R= lem d= 0cm 
e r= бсо R = 8 cm; d = 10 cm 


A distância entre os centros de duas circunferências tangentes exteriormente é de 


; zi | à E. ч 
33 cm. Determine seus diâmetros, sabendo que a razão entre seus raios é FÃ 


A distância entre os centros de duas circunferências tangentes internamente é 5 cm. 
Se a soma dos raios é // cm, determine os raios. 


Duas circunferências são secantes, sendo 20 em a distância entre seus centros. 
Sabendo que o raio da menor circunferência mede 77 cm, determine o raio da 
maior, que é múltiplo de 6. 


Duas circunferências de centros A e B são tangentes externamente e tangenciam 
internamente uma circunferência de centro C. Sendo AB = 12 т, AC = 17 т 
e BC = 13 m, determine os raios dessas circunferências. 


Seja P o ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita no triángulo ABC, com 
o lado AB. Se AB = 7, BC = 6e AC = 8, quanto vale AP? 


Considere um triângulo ABC de lados AB = с, AC = be BC = а, e sejam Р, 
Q e R os pontos em que os lados BC, AC e AB tangenciam a circunferéncia 
inscrita. Calcule os segmentos AR = x, ВР = ye СО = z. 
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Solucáo 


Temos: 


AR =x => AQ =x 
ВР = у => BR = у 


Daí vem 

х+у= с (1) 
x+2=Db 10 
y+z=a (3) 





Fazendo a + b + c = 2p 

(em que p é semiperímetro) 

Ax -y + 2) = 2р — x+Fy+rz=p (4) 
(4 - () = 2=р- с (4) - (2) = у= р- 6; 
(2) = 0) => x=p-a 


| 


357. Na figura, determine a medida do seg- 
mento BD, sabendo que a circunferéncia 
de centro O está inscrita no triángulo 
ABC, e que os lados AB, BC e AC me- 
dem respectivamente 6 cm, 8 cm e 10 cm. 





C 


358. Na figura, o círculo de centro O é 359 Na figura, sabendo que AB = c, 


inscrito no triángulo ABC. BD = 4, BC = a, AC = beposemiperíme- 
AF = 3e EC = 5. Qual é o peri- tro do triángulo, prove que AP é 
metro do triángulo ABC? igual a p — a. 
Amm lake 
R 
P 
C 
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360. Um círculo é inscrito num triángulo ABC e tangencia os lados BC, ACe AB, res- 
pectivamente em P, О е А. Se AB = с, AC = be ВС = ae о semiperímetro 
é p, calcule AR, BP e CO. 


361. Na figura PA = 10 cm. Calcule o 362. Na figura, PA é igual ao triplo do 
perímetro do triángulo PRS. diámetro da circunferéncia. Deter- 
mine a medida do perímetro do 
triángulo PDE em função do raio r 
dessa circunferéncia. 





363. A hipotenusa de um triângulo retângulo mede /0 ст e o raio do circulo inscrito 
mede / cm. Calcule o perímetro do triángulo. 


Solução 


Note que SATO é quadrado de lado 


1 cm. 

Indicando: ВР = BT-aeCP-CS-b, 
obtemos: 

2р = (arl) + (b+1)+a>+0 





2p = a+b + 2 + a+b 
2p = 10 +2+ 10 
2p = 22 cm 
364. Na figura, calcule a medida do raio r da B 


circunferência inscrita no triângulo retân- 
gulo ABC, sendo AB = 10 cm, AC = 
= 24 cm e ВС = 26 cm. 
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365. Determine a medida do diámetro de um círculo inscrito em um triángulo retán- 
gulo cujos lados medem 9 cm, 12 cm e 15 cm. 


366. Determine o raio de um círculo inscrito em um triángulo retángulo de catetos 
ресе hipotenusa a. 


367. Na figura, sendo 2р = а + b - cer C 
o raio do círculo inscrito, calcule a me- 
dida da hipotenusa a em funcào de per. 


AB=C, AC=b, AB=a 





368. Determine o perímetro do quadrilátero 


ABCD, circunscritível, da figura. D M „Б 
АВ = 3x +1, BC = 2x 
CD=x+1 e DA = 3x 3x ES 


A Зх + 1 B 


Solução 
ABCD é circunscrito => AB + CD = BC + AD 


Então: 

(3‹х+1)+(х+1)=32х+3х — x=2 

perímetro = 2p = (3x + 1) + 2x + (x + 1) + 3x => 2р = 9х + 2 
Logo: 2p = 20. 


369. ABCD é um quadrilátero circunscritível cujos lados medem AD = 12 cm, DC = 
= 9ст, ВС = x + e AB = 2x + I. Determine o perímetro desse quadrilátero. 


370. Calcule o valor do raio r do círculo ins- 
crito no trapézio retângulo. 
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371. A diferença de dois lados opostos de um quadrilátero circunscritível é igual a 8 cm 
e a diferenca dos outros dois lados é 4 cm. Determine os lados do quadrilátero, 
sendo 56 cm a sua soma. 


372. Na figura ao lado, determine o períme- 
tro do triángulo ADE, sabendo que o pe- 
rímetro do triángulo ABC vale 10 cm, a 
base BC mede 4 cm e que o círculo está 
inscrito no quadrilátero BCDE. 





373. Determine a medida de um dos lados náo paralelos de um trapézio isósceles, cir- 
cunscrito a um círculo, sabendo que suas bases medem 30 cm e 10 cm, respecti- 
vamente. 

374. Prove que qualquer paralelogramo circunscrito a uma circunferéncia é losango. 


375. Prove que o diâmetro é a maior corda de uma circunferência. 


376. Prove que, se duas cordas de uma circunferéncia estáo a uma mesma distáncia 
do centro, entáo elas sáo congruentes. 
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CAPÍTULO XI 











Anaulos 
na Circunferencia 


I. Congruência, adição e desigualdade de arcos 


158. Circunferências congruentes 


Duas circunferências são congruentes quando têm raios iguais. 


159. Arcos congruentes 


Dois arcos ÁB e CD de uma cir- 
cunferência de centro O são congruen- 
tes se, e somente se, os ângulos АОВ е 
COD sáo congruentes. 


АВ = CD +» АОВ = COD 





160. Adição de arcos 


Numa circunferência de centro : 1 ке 
О, o arco АВ é soma dos arcos AC e СВ 
se, e somente se, o ángulo AÓB é soma | A 
dos ángulos AÓC e CÓB. 
AB=AC+CB <> AÓB- AÓC 4 CÓB 
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161. Desigualdade de arcos 


Numa circunferéncia de centro 


O, o arco AB é maior que o arco CD se, 
e somente se, o ángulo AÓB é maior que 
o ángulo COD. 


АВ > CD <= АОВ > CÓD 





162. Notas 


12) Para círculos congruentes, setores circulares congruentes ou desiguais 
e segmentos circulares congruentes, adaptam-se os conceitos vistos para circun- 
ferência e arcos. 

2º) Os conceitos sobre arcos que emitimos são de arcos de uma mesma 
circunferência, porém eles podem ser estendidos para arcos de circunferências 
congruentes. 


II. Ángulo central 


163. Definição 


Angulo central relativo a uma 
circunferência é o ângulo que tem o vér- 
tice no centro da circunferência. 

Se numa circunferência de centro 
O um ângulo central determina um arco 
АВ, dizemos que: 





AB é o arco correspondente ao 


ângulo central AÓB, ou AÔB ângulo central 
~ AB ё o arco subentendido por AB arco correspondente 
АОВ. 


164. Medida do ángulo central е do arco correspondente 


A congruéncia, a adição e a desigualdade de arcos foram estabelecidas 
em correspondéncia com a congruéncia, a adicáo e a desigualdade dos ángulos 
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centrais correspondentes. Portanto, para medir um arco tomando outro arco 
da mesma circunferéncia como unidade (arco unitário) basta utilizar os respec- 
tivos ángulos centrais. 


| | 1do-se pa unit ário) o arco definido » 
па circunferência por um ângulo central unitário (unidade de ângulo), | 


temos: 


| | a medida de um arco de circunferência é em à hda Um ángulo 
central correspondente. 





Assim, na circunferéncia de cen- 
tro O ao lado: 
1) se m(AÓB) = 60º, então 
т(АВ) = 60° е reciprocamente. 
АӦВ = 60° <> АВ = 60° 


2) Se m(CÓD) = 150°, entào 


m(CD) = 150º e reciprocamente. 
CÓD = 150º « CD = 150º 





165. Observação 


Para simplificar a simbologia, na 
maioria dos casos, vamos confundir um 
arco AB com sua medida m(AB), in- 
dicando ambos por AB. 

Na figura ao lado: 





III. Ángulo inscrito 
166. Definição 


Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um ángulo que tem o 
vértice na circunferéncia e os lados sào secantes a ela. 
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Na figura, 

AVB é ángulo inscrito, 

AB é о arco correspondente ao arco 
subentendido 


AÓB é o ángulo central corresponden- 
te ao ángulo inscrito AVB. 





167. Medida do ángulo inscrito 






“Um ángulo inscrito é metade do ángulo central correspondente — 
| EL a jx 


_ а medida de um ángulo inscrito é metade da medida do afcó cor- 
respondente. — . Du AR e een | | | 


Seja AP B o ângulo inscrito de 
medida о e АОВ o ángulo central cor- 
respondente de medida 8. Vamos pro- 
var que: 





Demonstração 


Temos três casos a considerar: 


1? caso 2? caso 3? caso 
O está num lado do ángulo O é interno ao ángulo O é externo ao ángulo 
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No 1? caso: 

OV = OA (raio) => AOVA isósceles => V = a 
В é ângulo externo no AOVA => В = А + Ў = 
= В = а + а => В = 2a 


Logo, a = i e, como 8 = AB, vem qa = E 


No 2? caso: Ж 
_ A. Sendo C ponto de interseção de VO com a circunferência e, sendo 


1° caso: В, = 20; | y 
> В+ 8 = Xm + а) = 8 = 2a 
I? caso: B, = Za, ] B a 
Logo, a = E e, como B — АВ, vem a = = 
No 3º caso: 


Sendo € ponto de interseção de VO com a circunferéncia e, sendo 
BVC = оа, BOC = f,, AVC = o, e AÔC = $,, temos o que segue: 


I? caso: Бу = 24; Ра 
=> В, – 6, = 2(o, — o5) = В = la 
Logo, a — 5 e, como В = АВ, vem а = АВ. 


168. Angulo inscrito numa semicircunferéncia 


a) Todo ángulo reto inscrito su- 
bentende uma semicircunferéncia. 

De fato, 
(AVB = 90%, AVB inscrito) => 


=> AB = 180º => AB é uma semi- 
circunferéncia. 
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b) Um triángulo que tem os vér- 
tices numa semicircunferéncia é inscri- 
to nela. 


Se um triángulo inscrito numa 
semicircunferéncia tem um lado igual ao 
diámetro, entáo ele é triángulo re- 
tángulo, 





De fato, sendo A VB o triângulo, А e B os extremos da semicircunferén- 
cia, AB = 180º => AVB = 90º => AAVB é retângulo em V. 


c) Em resumo 


Todo ángulo reto. С s inscritível numa semicircunferéncia e, recipro-- 





camente, todo ángulo inscrito numa ѕетісігсипѓегёпсіг Я сот os lados pas- 
sando pelas extremidades, é ángulo reto. | 





169. Quadrilátero inscritível — propriedade 


Um quadrilátero que tem os vértices numa circunferência é quadriláte- 
ro inscrito na circunferência. 


a) Se um quadrilátero convexo é 
inscrito numa circunferência, então os 
ângulos opostos são suplementares. 





Seja А uma circunferência. 


Hipótese Tese 

А N o 

ABCD ассос > | € = PH 
i B + D = 180? 
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Demonstração 
Á éinscrito = Á= Y» 
| О 
-— A + ê= ВСЮ + РАВ 360 — 180º 
DAB 4 A 
C é inscrito = С = "Um 


Como À + B + C + D = 360º, decorre que B + D = 180º. 


b) Se um quadrilátero convexo possui os ângulos opostos suplementa- 
res, então ele é inscritível. 


Seja ABCD o quadrilátero convexo. 


Hipótese Tese 
А + С = 180° е В + б = 180° => ABCD é inscritível 


Demonstração 


Se ABCD não fosse inscritível, 
considerando A a circunferência pelos 
pontos A, B e C, ela não passaria por 
D e teríamos o que segue. 

., Sendo E o ponto de intersecáo da 


reta CD com А, o quadrilátero ABCE é 
inscrito. 





ABCE inscrito => B + É - 180? 
(В + É = 180°, В + D = 180º) => Б = Ё, o que é absurdo, de 
acordo com o teorema do ángulo externo no AADE. 


c) Resumo 
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IV. Ángulo de segmento ou ángulo semi-inscrito 
170. Definição 


Angulo de segmento ou ángulo 
semi-inscrito relativo a uma circunferén- 
cia é um ángulo que tem o vértice na 
circunferéncia, um lado secante e o ou- 
tro lado tangente à circunferéncia. 





Na figura, 

tÁB é ángulo de segmento 

ÁB é o arco correspondente ou subentendido 

АОВ é o ángulo central correspondente ao ángulo semi-inscrito LAB. 
O nome ángulo de segmento vem do segmento circular AB. 


171. Medida do ángulo de segmento 


À 


> a q —— ——— E — - 
AS — E Re 
Cs E SRA = EN T ли 19 ИЕ АЕ 1 
ы „= la || *4 
à І BR cr 
Pu 





ou 





Demonstração 


1? caso: ТАВ é agudo 

No triângulo isósceles OAB calcule- 
mos a medida do ângulo A. 
A+B+68=180º = А+А + 8= 180° = 


=> 2А = 180°-8 = А - 90-5. (1) 
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Sendo f tangente à circunferência: 
a+ A=90 = A-90?—o (2) 


De (1) e (2) decorre que o = i 
Logo, a = E e como 5 = ÁB decorre que а = АЗ. 
2? caso: tÁB é reto " 

AB é um diámetro e AB = 180º. 


3º caso: tÁB é obtuso 
Usando o adjacente suplementar de АВ, recai-se по 1º caso. 


172. Arco capaz — segmento (circular) capaz 


Consideremos uma circunferên- 
cia À de centro O e um ângulo de medi- 
da a. Seja АОВ um ángulo central de 
medida 8 = 2o. Os vértices dos ángu- 
los inscritos (ou semi-inscritos) relativos 
a ^ que tém os lados passando por A e 
B e têm medida a estão num arco АРВ. 
Este arco é chamado arco capaz de a. 


arco capaz 





Na figura os ángulos AV,B, AV,B, AV,B, t, AB e t,BA têm medida 
ÁB 

= 

O arco ÁPB é o arco capaz de a. 


QU = 


173. Angulos excêntricos 
a) Ângulo excêntrico interior 


Se duas cordas se cortam em um 
ponto interior a uma circunferência, dis- 
tinto do centro, então qualquer um dos 
ângulos que elas formam é chamado án- 
gulo excêntrico interior. 
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A medida do ángulo excéntrico interior, considerando as indicações da 
figura, é dada por 





em que a e b sáo as medidas das áreas. 

De fato: 

como x é ángulo externo do triángulo e como o e В são ángulos inscri- 
tos, obtemos: 


x=a+p0=2,8=)) — = + — = CU 


b) Angulo excéntrico exterior 


Se com origem num ponto exterior a uma circunferéncia tracarmos duas 
semi-retas, ambas secantes à circunferéncia, ou ambas tangentes ou uma se- 
cante e a outra tangente, estas semi-retas formam um ángulo que é chamado 
ángulo excéntrico exterior. 

A medida do ângulo excéntrico exterior, considerando as indicações das 
figuras, é dada por 





De fato: como a e 8 são ángulos inscritos ou ángulos de segmentos e 
a é ângulo externo do triângulo, obtemos: 


(a=x+pa= 2,6-0) Lo хе 2d 
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, А «Ф 
EXERCICIOS 
377. Determine o valor do ángulo x nos casos: 


a) b) c) 
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379. Nas figuras, calcule o valor de x. 


a) | x 5) 





383. Na figura, sendo ABC = 260”, calcule o 
valor de o. 
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384 Calcule o valor de x. 


a) b) 





385. O arco CD da figura mede 105º. 386. Na circunferência, o arco СЕЙ ex- 

Calcule o valor de x. cede o arco ÁEB em 50º. Deter- 
mine suas medidas, sabendo que o 
ángulo о mede 70º. 





387. Na figura, o ángulo ACD é igual a 70º 
e o ángulo APD é igual a 110”. Determi- 
ne a medida do ángulo BAC. 


388. Calcule x nas figuras: 


a) b) 
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389. Calcule x nas figuras: 


a) 





390. Se y = 75°е AB = 100º, calcule x. 391. Na figura, qual é o valor de o? 


A 100^ 





392. Na figura, o arco CMD é iguala 393. Determine a medida do ângulo a, 
100? e o arco ÁNB mede 30”. Cal- sabendo que, na figura abaixo, 
cule o valor de x. CD - R. 





394. Calcule x nas figuras: 


a) b) C) 
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395. Calcule x nas figuras: 


a) b) ABCDE é um pentágono regular. 





396. Na figura, o arco BEC mede 60” e OB 
é perpendicular a AC. Determine a me- 


dida do arco AFB e a medida do ángulo 
АРС. 





397. Determine as medidas dos ángulos de um triángulo, obtido pelos pontos de tan- 
géncia do círculo inscrito com os lados de um triángulo ABC, sendo A = 60º, 
B = 40° e C = 80°. 


398. Determine a razão entre os ângulos 399. Na figura, determine a medida do 


ое В da figura ao lado, sabendo que ángulo о, sabendo que o arco AB 
a reta r tangencia a circunferéncia no mede 100º e que a corda CD me- 
ponto Á e que os arcos AB, BCe AC de R, sendo R o raio do círculo. 
são proporcionais aos números 2, 9 

ё 7. 





400. Determine o menor ángulo formado por duas retas secantes а uma circunferén- 
cia, conduzidas por um ponto P externo, sabendo que essas secantes determinam 
na circunferência dois arcos cujas medidas valem 30º e 90º. 
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401. Na figura, AB e AC sáo tangentes ao 
círculo de centro O e O é um ponto do 
arco menor BC. POR é tangente ao círcu- 
lo, Á = 28”. Ache PÓR. 


402. Na figura, AB é um diámetro, a corda 
AM é o lado do triángulo equilátero 
inscrito e BN, o lado do quadrado ins- 
crito. Calcule o ángulo a, formado pelas 
tangentes PM e PN. 


403. Determine as medidas x e y. 





404. Consideremos um triángulo equilátero ABC inscrito em um círculo. Determine 
o menor ángulo formado pelas retas tangentes a esse círculo nos pontos A e B. 


405. Determine o valor de x nos casos: 


b) 
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406. Mostre que se AB e CD sáo arcos de medidas iguais, de uma circunferéncia, 


407. 


408. 
409. 


410. 


411. 


412. 
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entáo as cordas AB e CD sáo congruentes. 


Solução Hipótese . Tese 


m(AB) = (Ср) => АВ = CD 
Demonstração 

Sendo O o centro do círculo, considere 
os triângulos AOB e COD em que 
OA = OB = OC = OD = raio € 
AÔB = CÔD (pois ÁB = CD). 
Então, pelo caso LAL, os triángulos 
são congruentes. 

Logo: AB = CD. 


Note que vale também a recíproca desta propriedade. 





Prove que retas paralelas distintas, secantes com uma circunferência, determi- 
nam na circunferência, entre as paralelas, arcos de mesma medida. 


Prove que um trapézio inscrito em um círculo é isósceles. 


Sejam re R os raios das circunferências inscrita e circunscrita em um triângulo 
retângulo de catetos a e b. Prove que a + b = 2(R + р). 


Prove que a soma dos diâmetros dos círculos inscrito e circunscrito a um triângu- 
lo retângulo é igual à soma dos catetos desse triângulo. 


Se os lados AB e AC de um triângulo são diâmetros de duas circunferências, 
prove que o outro ponto comum às circunferências está em BC. 


Solução 


Seja P o outro ponto de interseção. 
Como os triângulos APB e APC es- 
tão inscritos em semicircunferências, 
eles são retângulos. Logo APB e APC 
sáo ángulos retos. Entáo PBe PC sáo 
semi-retas opostas, isto é, P está em 
BC. 





Seja ABC um triángulo acutángulo e H,, H,, Н; os pés das alturas. Prove que 
o ortocentro Н do triángulo ABC é o incentro do triângulo H,H,H,. 


CAPÍTULO XII 









Teorema 
de Tales 








I Teorema de Tales 


174. Definições 


Feixe de retas paralelas é um conjunto de retas coplanares paralelas en- 
tre si. 


Transversal do feixe de retas pa- Transversais 
ralelas é uma reta do plano do feixe que 
concorre com todas as retas do feixe. 


Pontos correspondentes de duas 
transversais sáo pontos destas transver- 
sais que estão numa mesma reta do 
feixe. 


feixe de paralelas 


Segmentos correspondentes de 
duas transversais sáo segmentos cujas 
extremidades são os respectivos pontos 
correspondentes. 





AeA',BeB', CeC', De D' são pontos correspondentes. 





AB e A'B', CD e C'D' são segmentos correspondentes. 
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175. Propriedade 


Se duas retas sáo transversais de um feixe de retas paralelas distin- 
tas e um segmento de uma delas é dividido em p partes congruentes entre 
si e pelos pontos « de divisáo sáo conduzidas retas do feixe, entáo o seg- 


mento correspondente da outra transversal: 
1°) também é dividido em p partes 
2º) e essas partes também são congruentes entre si. 





Demonstração 


1º parte: ABe A'B' são segmentos correspondentes e AB é dividido em 
p partes por retas do feixe. 

Se A'B' ficasse dividido em menos partes (ou mais partes), pelo menos 
duas retas do feixe encontrar-se-iam em pontos de AB (ou de A'B’), o que é 
absurdo pois as retas do feixe sáo paralelas. 





p partes 
р — 1 partes 


p — 1 partes 





2? parte: AB é dividido em partes congruentes a x. 

Pelos pontos de divisão de A'B', conduzindo paralelas a AB, obtemos 
um triángulo para cada divisáo. Todos os triángulos sào congruentes pelo caso 
ALA (basta notar os paralelogramos e os ángulos de lados respectivamente pa- 
ralelos que sáo obtidos). 





congruentes 





Com isso, A'B’ é dividido em partes congruentes pelos pontos de divisão. 
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176. Teorema de Tales 


Se duas retas sáo transversais de um feixe de retas paralelas, entáo 


a razáo entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual. à razáo entre 
OS respectivos segmentos correspondentes da outra. : | 




















Hipótese Tese 
AB e CD são dois segmentos de uma transver- TOES T 
"wr ; AB A'B 
sal, e A'B' e C'D' são os respectivos corres- => —— = 
CD C'D' 


pondentes da outra. 
Demonstração 


12 caso: AB e CD são comensuráveis. 





Existe um segmento x que é submúltiplo de AB e de CD. 
Hw. d 
CD = CD q 


Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisão de AB e CD (vide 
figura) e aplicando a propriedade anterior, vem: 














Dema ЖУ q 
E Er х= ах’ ETT q 
AB „ A'B 








Comparando (1) e (2), temos: == = 
p (1) e (2) Es 
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2º caso: AB е CD são incomensuráveis. 


Náo existe segmento submúltiplo 
comum de AB e CD. 


Tomamos um segmento y sub- 
múltiplo de CD (y cabe um certo nú- 
mero inteiro n de vezes em CD), isto é: 





Por serem AB e CD incomensuráveis, marcando sucessivamente y em 
AB, para um certo número inteiro m de vezes acontece que: 


m-y < AB < (m + Dy 


Operando com as relacóes acima, vem: 


pa eir di E т „АШ. mock (3) 
ny = CD = ny n Ср n 


Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisão de AB e CD e apli- 
cando a propriedade anterior, vem: 
C'D' = ny 
ту < A'B' < (m + 1)у' 
Operando com as relações acima, temos: 


ту < A'B' < (m + “ + m AB mel 


< (4) 


n CI n 





Ё 


ny = C'D' = ny 
Ora, y é um submúltiplo de CD que se pode variar; dividindo y, aumen- 
m tl 
n 


е ix m | À 
tamos n e nestas condições — e formam um par de classes conti- 
n 





guas que definem um único número real, que é = pela expressão (3), e é 
AE 
ED 





pela expressáo (4). Como esse número é único, entáo: 








AB _ AB 


CD CIN 
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Nota 

Vale também a igualdade: 

AB = CD , que permite concluir: 
A'B' CD 


A razáo entre segmentos correspondentes é constante. 





EXERCÍCIOS 


413. Determine o valor de x em cada caso abaixo, sendo г, s e / retas paralelas. 





414. Nas figuras, as retas r, s e t são paralelas. Determine os valores de x e y. 
a) b) с) 
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415. Na figura, MN é paralela á base BC do 


416. 


418. 


419. 
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triángulo АВС. Calcule o valor de x. 


Na figura, MN / BC. Calcule o va- 
lor de AB. 





Na figura ao lado, os segmentos AB, 
BC, CD e DE medem respectivamente 
8 cm, 10 cm, 12 cm e 15 cm. Calcule 
as medidas dos segmentos A'B', B'C', 
C'D' e D'E', sabendo que A'E' mede 
54 cm, e que as retas a, b, c, d, e são pa- 
ralelas. 





Na figura ao lado, r / s / t. Determi- 
ne as medidas x e y, sabendo que sáo pro- 
porcionais a 2 e a 3, que o segmento A'C' 
mede 30 cm e que as retas a e b são pa- 
ralelas. 





417. Na figura, calcule o valor de x. 













18 
12 

x i 16 

r 5 
А А. 
¡IEA + 
X] T 
qn 
Erbe] - © 

r S t 

pr a 
b 

B C 





420. 


421. 


422. 


423. 


424. 
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Um feixe de 4 paralelas determina sobre uma transversal três segmentos que me- 
dem 5 cm, 6 cm e 9 cm, respectivamente. Determine os comprimentos dos seg- 
mentos que esse mesmo feixe determina sobre uma outra transversal, sabendo 
que o segmento compreendido entre a primeira e a quarta paralela mede 60 cm. 


Solução 
+ = = x = 15ст 
лес. SS Ins 
6 20 y = 18cm 
ж 009 
9 20 => z= 2] cm 
ou z = 60— 15 = I3 


Um feixe de cinco paralelas determina sobre uma transversal quatro segmentos 
que medem, respectivamente, 5 cm, 8 cm, 11 cm e 16 cm. Calcule o comprimento 
dos segmentos que esse mesmo feixe determina sobre uma outra transversal, sa- 
bendo que o segmento compreendido entre as paralelas extremas mede 60 cm. 


Um triángulo ABC tem os lados AC e BC medindo 24 cm e 20 cm, respectivamente. 
Sobre o lado AC, a 6 cm do vértice C, tomamos um ponto M. Determine a dis- 
táncia de um ponto N situado sobre o lado BC, até o vértice C, de maneira que 
MN seja paralelo a AB. 


No triángulo ABC, o lado AC mede 32 cm e o lado BC, 36 cm. Por um n ponto M 
situado sobre AC, a 10 cm do vértice C, tracamos a paralela ao lado AB, a qual 
divide BC em dois segmentos BN e CN. Determine a medida de CN. 


Na figura abaixo, ondea / b // c / d,temosque: AD + AG + HK + KN = 


= 180 cm; AE == 2 ZE == 3. KL = 21. AB, BC e CD sào proporcionais 


AB 2 AB $“ AB 10 
a 2, 3 e 4, respectivamente. Calcule as medidas dos segmentos EF, LM e CD. 
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425. Três terrenos têm frente para a rua “A” 
e para a rua “*B””, como na figura. As di- 
visas laterais sáo perpendiculares á rua 
“A”. Qual a medida de frente para a rua 
“*B”” de cada lote, sabendo que a frente 
total para essa rua é 180 m? 





426. Determine x e y, sendo г, se t retas pa- 
ralelas. 





427. Dados um triángulo ABC e um segmento DE com D em AB e E em AC, prove 
que, se AD: DB = AE : EC, entáo DE é paralelo a BC. 


П. Teoremas das bissetrizes 


177. Teorema da bissetriz interna 


Uma bissetriz interna de um triángulo divide o lado oposto em seg- 
mentos (aditivos) proporcionais aos lados adjacentes. 





O enunciado acima deve ser en- 
tendido como segue. 

Sendo ABC o triángulo de lados 
a, bec, AD uma bissetriz interna (con- 
forme a figura), DB = xe DC = y, 
teremos: 





O lado BC = a é dividido em dois 
segmentos aditivos, pois DB + DC = BC, 
оп seja, x + y = d. 
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E com esta nomenclatura temos, entáo: 


Hipótese Tese 


AD bissetriz interna do AABC => A = E 


Demonstração 





Conduzimos por C uma paralela à bissetriz AD, determinando um ponto 
E na reta AB (CE / AD). 


Fazendo BÁD = 1, DÁC = 2, AÉC = 3, e ACE - 4, temos: 

CE / AD => 1= 3 (correspondentes) 

CE / AD => 2= d (alternos internos) 

Como por hipótese 1 = 2, decorre que 3 = 4. 

3=4 = AACEéisósceles de base CE => АЕ= AC = АЕ =. 


Considerando BC e ВЕ como transversais de um feixe de retas paralelas 
(identificado por AD / CE) e aplicando o teorema de Tales, vem: 


X C "WS y 
— = —, ou seja, — = А 
у b' 3 C b 


178. Teorema da bissetriz externa 


Se a bissetriz de um ángulo externo de um triángulo intercepta 


a reta que contém o lado oposto, entáo ela devide este lado oposto exter- 
namente em segmentos (subtrativos) proporcionais aos lados adjacentes. 
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a, b, c, AD a bissetriz externa com D 
na reta BC (conforme figura), DB = x 
е DC = y, teremos: 


O enunciado anterior deve ser entendido como segue: 


Sendo ABC o triángulo de lados 





X у 


C b 


O lado BC = a é dividido externamente em segmentos subtrativos, pois 


DB — DC = BC, ou seja, x— y = a. 


Com esta nomenclatura, temos: 
Hipótese Tese 


AD bissetriz externa do ДАВС => T = E. 


Demonstração 





Conduzimos por C uma paralela à bissetriz 4D, determinando um ponto 


E na reta AB (CE / AD). 
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Fazendo САР” = 1, DÁF = 2, АЁС = 3 e ACE = 4, temos: 


CE / AD — 2=3 (correspondentes) 
CE/ AD = 1=4 (alternos internos). 


Como por hipótese 1 — 2, decorre que 3 — 4. 


3-4 => AACE éisósceles de base CE => AE=AC = AE=b. 


TEOREMA DE TALES 


Considerando BC e BE como transversais de um feixe de retas paralelas 
(identificado por AD / CE) e aplicando o teorema de Tales, vem: 


C "E É 
— = — ou seja, — = — 
y b : C b 


Nota 

Se o triángulo ABC é isósceles de 
base BC, entào a bissetriz do ángulo 
externo em A é paralela à base BC e reci- 
procamente. 








12 A 


429. Se AP é bissetriz do ángulo externo em A, determine x. 


a) 





TEOREMA DE TALES 


430. Na figura, AS é bissetriz interna do 431. Na figura, AS é bissetriz interna do 
ángulo A. Calcule o valor de x. ángulo A. Calcule x. 


A 





A x B 


432. Na figura, calcule os valores dexe y, 433. Na figura, AD é bissetriz externa 
respectivamente, sendo BS a bissetriz do ángulo A. Calcule x. 
interna do ángulo B. 





434. Determine a medida do lado AB do triángulo ABC: 


a) AS é bissetriz e o perímetro do b) AP é bissetriz do ángulo externo 
AABC é 75 cm em Á e o perímetro do AABC é 
23 m 





435. No triángulo ABC da figura ao lado, AS 
é bissetriz interna do ángulo Á e AP é 
bissetriz externa. Calcule a medida do 
segmento SP. 
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Solucáo 


T. biss. int. 


T. biss. 


=> SP = х 4+ у = 9р = 10 + 30 = SP = 40 


436. 


437. 


438. 


439. 


440. 


443. 





Os lados de um triángulo medem 5 cm, 6 cm e 7 cm. Em quanto é preciso pro- 
longar o lado menor para que ele encontre a bissetriz do ángulo externo oposto? 


Sendo AS e AP bissetrizes dos án- 
gulos interno e externo em A, deter- 


mine o valor de CP, dados BS = 8 m 
е 5С = 6m, 





А bissetriz interna do ángulo А de um triángulo ABC divide o lado oposto em dois 
segmentos que medem 9 cm e 16 cm. Sabendo que AB mede 18 cm, determine a 
medida de AC. 


O perímetro de um triángulo ABC é 100 m. A bissetriz interna do ángulo Á divi- 
de o lado oposto BC em dois segmentos de 76 m e 24 m. Determine os lados 
desse triángulo. 


A bissetriz interna AD de um triángulo ABC divide o lado oposto em dois seg- 
mentos BD e CD de medidas 24 cm e 30 cm, respectivamente. Sendo AB e AC res- 
pectivamente iguais a 2x + бе 3x, determine o valor de x e as medidas de AB e AC. 


. А bissetriz externa AS de um triângulo ABC determina sobre o prolongamento do 


lado BC um segmento CS de medida y. Sendo os lados AB e AC, respectiva- 


mente, o triplo e o dobro do menor segmento determinado pela bissetriz interna AP 
sobre o lado BC que mede 20 cm, determine o valor de y. 


. Os lados de um triángulo medem 8 cm, 10 cm e 12 cm. Em quanto precisamos 


prolongar o menor lado para que ele encontre a bissetriz do ángulo externo opos- 
to a esse lado? 


3 
Considerando as medidas indicadas na fi- : 
gura e sabendo que o circulo está inscri- 6 
to no triángulo, determine x. 
— — 0 c 
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444. Consideremos um triângulo ABC de 15 cm de perímetro. A bissetriz externa do 


ângulo А desse triángulo encontra o prolongamento do lado BC em um ponto 5. 
Sabendo que a bissetriz interna do ángulo Á determina sobre BC dois segmentos BP 
e PC de medidas 3 cm e 2 cm, respectivamente, determine as medidas dos lados 
do triángulo e a medida do segmento CS. 


LEITURA 
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Legendre: por uma Geometria 
Rigorosa e Didática 
Hygino H. Domingues 


Na Grécia antiga axioma significava, ao que tudo indica, uma 
verdade geral comum a todos os campos de estudo; e postulado, uma 
verdade específica de um dado campo. (Modernamente, em Matemá- 
tica, não se costuma fazer distinção entre esses conceitos.) Euclides, 
ao escrever seus Elementos, assumiu cinco postulados e cinco axiomas. 

Postulados: (1) De qualquer ponto pode-se conduzir uma reta 
a qualquer ponto dado; (II) Toda reta limitada pode ser prolongada 
indefinidamente em linha reta; (111) Com qualquer centro e qualquer 
raio pode-se descrever um círculo; (IV) Todos os ángulos retos sáo 
iguais; (V) Se uma reta, cortando duas outras, forma ángulos interio- 
res de um mesmo lado menores que dois retos, então as duas retas, 
se prolongadas ao infinito, encontrar-se-ào na parte em que os ângu- 
los são menores que dois retos. | 

Entre os axiomas figuram, por exemplo: *''Coisas iguais а uma 
mesma coisa são iguais entre si" e “O todo é maior que a parte”. 

A partir dessa base lógica, mais algumas definições, os Elemen- 
tos desfiam seus teoremas sem intercalar nenhum exercício ou aplica- 
ção prática, formando um texto que, pelos padrões modernos, dificil- 
mente poderia ser classificado de didático. É bem provável que este 
aspecto não contasse ao tempo de Euclides. Mas, à medida que a geo- 
metria ganhasse espaço como valor cultural universal, obviamente es- 
se quadro teria que mudar. E na França do século XVIII, no centro 
da efervescência intelectual que animava a Europa, vários textos fo- 
ram publicados visando tornar mais palatável aos iniciantes a geome- 
tria de Euclides. Frequentemente, porém, esses trabalhos sacrificavam 
as demonstrações, o rigor, numa banalização pouco construtiva. Uma 
notável exceção foi o Elementos de Geometria de Adrien Marie Le- 
gendre (1752-1833). 


Legendre nasceu de uma familia abastada de Toulouse, sul da 
Franca. Iniciou-se na matemática no Colégio Mazarin de Paris, onde 
estudou, sob a orientacao do abade Joseph Francois Marie (1738-1801). 
E revelou tanto talento que já em 1775 era indicado para ocupar a ca- 
deira de Matemática da Escola Militar de Paris. Mas em 1780 renun- 
ciou a essa cátedra para poder dedicar mais tempo á pesquisa. E dois 
anos depois ganhava um prémio oferecido pela Academia de Berlim 
com trabalho sobre a trajetória de um projétil num meio resistente. 
Isso obviamente chamou a atenção da comunidade matemática fran- 
cesa para seu nome, o que lhe abriu as portas da Academia de Ciên- 
cias, em 1783. Em termos de pesquisa, Legendre deixou significativas 

| сз — contribuições em vários 
campos da matemática, com 
ênfase maior talvez no das 
funções elípticas e no da teo- 
ria dos números. Neste últi- 
mo deve-se a ele o primeiro 
enunciado completo e uma 
demonstração parcial da no- 
tável lei da reciprocidade 
quadrática. Aliás, seu livro 


meros (uma edição em 1798 
e outra em 1808) foi o pri- 
meiro tratado moderno a ser 
publicado sobre o assunto. 

A geometria certamente não estava entre as prioridades de Le- 
gendre. No entanto, seu Elementos de Geometria, um texto que conci- 
lia rigor e preocupação didática, numa reorganização bastante clara 
e agradável dos Elementos de Euclides, com muitas demonstrações no- 
vas, mais simples, foi um grande êxito editorial. Só na França, antes 
da morte do autor, sairam vinte edições, compreendendo cerca de 100 
mil exemplares. Em 1809 foi feita no Rio de Janeiro uma tradução pa- 
ra o português: a obra de Legendre seria um dos livros adotados no 
“Curso Mathemático””, da Academia Real Militar, criada no ano se- 
guinte naquela cidade. 

Durante cerca de quarenta anos Legendre lutou para provar o 
postulado V de Euclides a partir dos outros, uma tarefa impossível, 
como se sabe hoje. Falhou sempre ao admitir, inadvertidamente, hi- 
póteses equivalentes ao próprio postulado. Mas mesmo nessa emprei- 
tada inglória não faltou competência e engenhosidade ao seu trabalho. 





Ensaio sobre a teoria dos nú- 
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CAPÍTULO XIII 
Semelhanca de 
Triángulos e 
Poténcia de Ponto 








І. Semelhança de triângulos 


179. Definição 
Dois triângulos são semelhantes se, e somente se, possuem os três ângu- 
los ordenadamente congruentes e os lados homólogos proporcionais. 











А 
ДАВС ~ AA'B'C' e» |В. 
e 


~ : semelhante 
Dois lados homólogos (homo = mesmo, logos — lugar) sào tais que ca 
da um deles está em um dos triángulos e ambos sáo opostos a ángulos con- 


gruentes. 


198 


SEMELHANCA DE TRIÁNGULOS E POTÉNCIA DE PONTO 
180. Razáo de semelhanca 


Sendo К a razão entre os lados homólogos, 


a b C 
— = —_ == — = k. 
a b' С | 
к é chamado razão de semelhança dos triángulos. 


Se К = 1, os triângulos são congruentes. 


181. Exemplo 


Sendo dado que os triângulos ABC e A'B'C' são semelhantes, que os 
lados do segundo têm medidas A'B’ = 3 cm, A'C' = 7cmeB'C' = 5 сте 


que a medida do lado AB do primeiro é 6 cm, vamos obter a razão de se- 
melhança dos triângulos e os outros dois lados do primeiro triângulo 





ДАВС ~ AA'B'C' 


u— b 





A razáo de semelhanca é 2. 


S a) === 
ca РАР E 2 — à 10 
abiens —— => 
5 ў, b 


Os outros dois lados do primeiro triângulo medem BC = 10 ст e 
AC = 14 cm. 


199 


SEMELHANCA DE TRIÁNGULOS E POTÉNCIA DE PONTO 


182. Propriedades 


Da definição de triângulos semelhantes decorrem as propriedades: 


a) Reflexiva: AABC — AABC 
b) Simétrica: AABC ~ ARST <> ARST ~ ДАВС 


ABC ~ ARST 


с) Transitiva: ee = A => ДАВС ~ AXYZ 


183. Teorema fundamental 


Seu uma na reta é paralela a um dos lados deum triángulo e intercepta | 





os outros dois em pontos distintos, entao o караме que ela deoa | 
é semelhante ao primeiro. | | 


Hipótese Tese 
DE / ВС = ЛАРЕ ~ AABC 


Demonstracáo A 


Para provarmos a semelhanca 
entre AADE e AABC, precisamos pro- D E 
var que eles tem ángulos ordenadamen- 
te congruentes e lados homólogos pro- 
porcionais: 


1º) Ángulos congruentes 


Lad 


Be 


= — C) (ángulos correspondentes) 
C e 


= comum (1) 


Ê 
então, temos: D = B, É Á 
27) Lados proporcionais 


Pelo teorema de Tales, temos: 


mI E construímos EF paralela a 
AB, com F em BC. 
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Paralelogramo BDEF => DE = BF 
Teorema de Tales = = 
AD _ AE _ DE 


Logo, E — 2 
EC A Bl S 








32) Conclusáo 
(1) е (2) => ДАРЕ ~ ДАВС. 


184. Ехетріо 


Um triángulo АВС tem os lados 
AB = 12cm, АС = 13cm e BC = I5cm. 
A reta DE paralela ao lado BC do trián- 
gulo determina um triángulo ADE, em 
que DE = 5 cm. Vamos calcular AD = x 
e AE = y. 

Basta aplicar o teorema funda- 
mental: 





X y 5 з. 
DE / BC AADE — AABC i -— — 2 cdam 
pestem TM qa MEA (x e 
13 


Logo, AD = 4 ст e АЕ = ES cm. 


EXERCÍCIOS 





445. Os triángulos ABC e A'B'C' da figura são semelhantes (ДАВС ~ AA'B'C). 


Se a razáo de semelhanca do 1? para o 2? é = determine: 


а) а, bec b) a razão entre os seus perimetros 


A A 
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446. Os triángulos ABC e POR sáo semelhantes. Determine x e y. 





28 


B 20 E 


447. Seo AKLM é semelhante ao AFGH, determine x. 


K 
Е 
18 
12 
L 42 M G x H 


448. Os três lados de um triángulo ABC medem 8 cm, 18 сте 16 cm. Determine os la- 
dos de um triângulo A'B'C' semelhante a ABC, sabendo que a razão de seme- 
lhança do primeiro para o segundo é igual a 3. 


449. Se DE é paralelo a BC, determine x nos casos: 
a) b х= AD 





450. Deum ДАВС sabemos que АВ = 20 m, ВС = 30 те АС = 25 m. Se D está 


em AB, E em AC, DE é paralelo a BC e DE = 18 m, determine x = DB e 
у = ЕС. 
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451. 


452. 


453. 


454. 


455. 


456. 
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Mostre que, se a razáo de semelhanca entre dois triángulos é k, entáo a razáo 
entre seus perímetros é também К. 
Solucáo 


Dados os triângulos semelhantes ABC е A'B'C' e sendo k a razão de se- 
melhanca, temos: 





p b E а = Ка” 
су Cre ЕМЕ me b = kb' 
a е = ke 


— О -———————— MÁ— A J————!——————— | | ¡| > ii) — JG 


Dois triângulos ABC e A'B'C' são semelhantes. Sabendo que o lado AB do trián- 
gulo ABC mede 20 cm e que o seu homólogo A'B” do triângulo A'B'C'" mede 
40 cm, determine o perímetro do triángulo ABC, sabendo que o perímetro do 
triángulo А'В'С' é 200 cm. 


O perímetro de um triângulo é 60 т e um dos lados tem 25 т. Qual o períme- 
tro do triângulo semelhante cujo lado homólogo ao lado dado mede 15 m? 


Os lados de um triángulo medem 8,4 cm, 15,6 cm e 18 cm. Esse triángulo é se- 
melhante a um triángulo cujo perímetro mede 35 cm. Calcule o maior lado do 
segundo triángulo. 


Num triângulo ABC os lados medem АВ = 4 cm, BC = 5 cm e AC = 6 ст. 
Calcule os lados de um triángulo semelhante a ABC, cujo perímetro mede 20 cm. 


Um triángulo cujos lados medem 7/2 т, 18 m e 20 m é semelhante a outro cujo 
perímetro mede 30 m. Calcule a medida do menor dos lados do triángulo menor. 
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457. Na figura, AB = 2(BC), e BE = 14. 


458. 


Calcule CD, sabendo que BE / CD. 


AB = 2a, BC = q 
BE 


=>» =>» D 


14 E CD zx 





As bases de um trapézio medem 12 me 18 m e os lados oblíquos às bases medem 
5 те 7 т. Determine os lados do menor triángulo que obtemos ao prolongar 
os lados oblíquos às bases. 


П. Casos ou critérios de semelhança 


185. 1? caso 





Hipotese Tese 
AABC, MAA BC Dto! 
Peg учар, AABC — AA'B'C 
Demonstracdo 


Vamos supor que os triángulos nào sáo congruentes e que AB > A'B'. 
Seja D um ponto de AB tal que АР = А'В'ео triângulo ADE com 


D = B' e E no lado AC. 


> 
| 
>› 
О 
|| 
> 


А А 


В’ . C 
B C 


ALA 


A'B', D=) => AADE=AA'B'C' 





=> ДАВС ~ AA'B'C" 
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186. Esquema e exemplo de aplicação do 1º caso 














Esquema 
2 AmA | => ЛАВС ~ AA'B'C' = 
В= В 
C 
b 
a b C 
B = С а' b' c' 
Isto é: 


Se dois triángulos tém dois ángulos ordenadamente congruentes, entào 
eles sào semelhantes e daí decorre que tém lados homólogos proporcionais. 


(“2 ângulos congruentes => triángulos semelhantes => lados pro- 
porcionais"") 


Exemplo 


Na figura ao lado, dado que $ — B, 
AB = 10 cm, BC = 8 ст, AC = 14 сте 
AS = 5cm, vamos calcular RS = x e 
AR = y. 

(Note que RS náo é paralela a BC.) 





. Iniciamos por notar que o ángu- A 
lo A é comum a dois triángulos. A se- A 
guir separamos estes triángulos 
colocando nas figuras os “dados” e os 9 14 
“nedidos”. S + 10 
x 
R 
С 3 B 
Á т" E? od 
(e comm + AARS = AACD С» ХЪЛ. 2. 
S=B 8 14 10 Rom 1 A 
= — = y= 7 
14 2 


Logo, RS = 4cm e AR = 7 ст. 


(*) Nos numeradores colocamos os lados de um dos triángulos e nos denominadores os homólogos 
do outro. 
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187. 2% caso 


**Se dois lados de um triángulo sáo proporcionais aos homólogos 


de outro triángulo e os ángulos compreendidos sáo congruentes, entáo 
os triângulos são semelhantes.” 





A demonstração é análoga à do 1º caso, usando o caso de congruência 
LAL (em lugar de ALA) e o teorema fundamental. 
O esquema deste caso é o que segue: 








А 
e TA ^ | 
E b = AABC ~ AA'B'C' = (2 - BB, С=С) 
А = А' 





A demonstracáo deste caso ё análoga а do 1° caso, usando o caso de 
congruéncia LLL (em lugar do ALA) e o teorema fundamental. 


O esquema deste caso é o que segue: 


А 





== =k => AABC=AA'B'C' =» (A=A',B=B', С=С) 
a C 
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189. Observações 
Com base nos casos de semelhanca, podemos ter os resultados seguintes. 


Se a razáo de semelhanca de dois triángulos é k, entào: 


a razão entre lados homólogos é k; 

a razão entre os perímetros é К; 

a razão entre as alturas homólogas é k; 

a razão entre as medianas homólogas é К^; 

a razão entre as bissetrizes internas homólogas é Kk; 
a razão entre os raios dos círculos inscritos é Kk; 

a razão entre os raios dos círculos circunscritos é Kk; 


= = 
* * = = = * * ж в 


a razáo entre dois elementos lineares homólogos ё К; 
e os ángulos homólogos sáo congruentes. 


EXERCÍCIOS 





459. Se ângulos com 'marcas iguais” são congruentes, determine as incógnitas nos casos: 
a) b) 


de] 
ж 





460. Se o = В, determine x e y nos casos: 
a) b) 
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461. Determine x e y nos casos: 


a) 





462. Sendo r e s retas paralelas, determine x nos casos: 
a) A M Re v AUNT b) 





12 


463. Se AB/ ED, РЕ = 4cm, CD=2cm 464. Nafiguraabaixo, ABé paralelo a DE. 


BC = 6 cm. calcule a medida de AB. a) Prove que os triángulos ABC e 


EDC sáo semelhantes. 
b) Sendo AB = 5, AC = 6, ВС = 7 
e DE = 10, calcule CD. 





465. Na figura abaixo, determine o valor 466. Calcule o valor de х, sabendo que a 
de x. figura abaixo é um paralelogramo. 


A. 


a É 
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467. Na figura, as medidas sáo AB = 8 cm, 
BC = 3 cm, АЕ = 5 cm. Calcule x = DE, 
sabendo que ACE = ADB. 





468. Nas figuras, determine x. 


a) 





469. Dada a figura, determine о valor de 470. Na figura abaixo, consideremos os 
X. quadrados de lados a e b (a > b). 
Calcule o valor de x. 





471. Na figura abaixo, consideremos os 472. Determine a medida do lado do qua- 
quadrados de lados x, 6 e 9. Deter- drado da figura abaixo. 
mine o perímetro do quadrado de la- 
do x. 
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473. 


474. 


475. 


476. 


478. 
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Prolongando-se os lados oblíquos ás bases de um trapézio, obtemos um ponto 
Е e os triângulos ECD e EAB. Determine a relação entre as alturas dos dois trián- 
gulos, relativas aos lados que são bases do trapézio, sendo 12 cm e 4 cm as medi- 
das das bases do trapézio. 


As bases de um trapézio ABCD medem 
50cm e 30cm e a altura 10 cm. 
Prolongando-se os lados não paralelos, 
eles se interceptam num ponto E. Deter- 
mine a altura EF do triángulo ABE e a 
altura EG do triángulo CDE (vide fi- 
gura). 





Num triángulo isósceles de 20 cm de altura e a cm de base está inscrito um 


retângulo de 8 cm de altura com base na base do triângulo. Calcule a medida da 
base do retângulo. 


Determine x e y. 477. Na figura, temos: AB = 8, BC = 15, 
AC = I7e EC = 4. Determine x = 
= DE e y = CD. 

A D 





Na figura abaixo, 9 quadrado DEFG 479. Num retângulo ABCD, os lados AB 


do BD = 8 cmeCE = 2 cm, calcu- tivamente. Sabendo que M é o pon- 
le o perímetro do quadrado. to médio do lado AB, calcule EF, 
distância do ponto E ao lado AB, 
sendo E a interseção da diagonal BD 
com o segmento CM. 





480. 


481. 


482. 


485. 


487. 


SEMELHANCA DE TRIÁNGULOS E POTÉNCIA DE PONTO 


Na figura, determine x. 





Consideremos um triángulo ABC de lado BC = 10 cm. Seja um segmento CD 
interno ao triángulo tal que D seja um ponto do lado AB. Sabendo que BD = 4 cm, 
e os ángulos BAC e BCD são congruentes, determine a medida de AD. 


Pelos pontos A e B de uma reta tracam-se perpendiculares à reta. Sobre elas to- 
mam-se os segmentos АС = 13 cm e BD = 7 cm. No segmento AB = 25 cm 
toma-se um ponto P tal que os ángulos APC e BPD sejam congruentes. Calcule 
a medida de AP. 


Considere a circunferéncia circuns- 484. Calcule R, raio da circunferéncia cir- 
crita a um triángulo ABC. Seja AE cunscrita ao triángulo ABC da figu- 
um diámetro dessa circunferéncia e ra, sendo: AB = 4, AC = 6, AH = 3. 
AD a altura do triángulo. Sendo 

= 6cm, AC = 10 сте AE = 
= 30 cm, calcule a altura AD. 





Dois circulos de raios R e r são tangentes exteriormente no ponto A. Sendo C 
e Dos pontos de tangéncia de uma reta / externa, com os dois círculos, determine 
a altura do triângulo ACD relativa ao lado CD. 


. O ponto O é a interseção das diagonais AC e BD de um losango ABCD. Prolonga- 


se o lado AD até um ponto F de modo que DF = 4 m. Se OF encontra CD em 
E e ED = 2 m, determine o lado do losango. 


De um triángulo ABC sabemos que o ángulo Á é o dobro do ângulo É, AB = 6m 
e que AC = 10 m. Determine BC 
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a р * -> — a = ' a 
488. Na figura, as semi-retas PA e PB são 489. As retas ге fsão tangentes às circun- 


tangentes à circunferência. Se as dis- ferências em A. Determine AB em 
tâncias entre Q e as tangentes são 4 função de a = BC e b = BD. 

e 9, ache a distância entre Q e a cor- 

da AB. 





490. Na figura ao lado, RO é perpendicular 
a PO, PO é perpendicular a PT e TS é 
perpendicular a PR. Prove que: 


(TS) - (RQ) = (PS) - (PQ). 





III. Poténcia de ponto 


190. Vamos estudar a poténcia de um ponto P em relacáo a uma circunfe- 
réncia A. 


1º caso: P é interior a À 2? caso: P é exterior a À 
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| Em casos como os das figuras acima dizemos que RS é uma corda e que 
RP e PS são suas partes; PX é um “segmento secante”? e PY е sua parte 
exterior. Com isto, vamos a uma: 


191. Deducáo (para os dois casos) 


Se por P passam duas retas concorrentes que interceptam a circunferén- 
cia em A, B, C e D, respectivamente, temos: 





Considerando os triángulos PAD e PCB: 


P comum (ou o.p.v. ) 


PA PD 
— => APAD ~ АРСВ = — = — => 
e ED PC PB 
fom ice 


=> (PA)-(PB) = (PC) - (PD) 


192. Enunciados 


No 1º caso: “Se duas cordas de uma mesma circunferência se in- 
terceptam, entáo o produto das medidas das duas partes de uma é igual 
ao produto das medidas das duas partes da outra””. 


No 2º caso: *“Se por um ponto (P) exterior a uma circunferência 
conduzimos dois “segmentos secantes”” (PA e PC), então o produto da 
medida do primeiro (PA) pela de sua parte exterior (PB) é igual ao 
produto da medida do segundo (PC) pela de sua parte exterior (PD)”. 
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193. Generalização do 1? caso 


Consideremos as cordas AB, CD, EF, GH, ..., MN que se interceptam 
em P. 
Com o resultado anterior e tomando AB para comparação, temos: 


(PA) x (PB) = (PC) x (PD) 
(PA) x (PB) = (PE) x (PF) 
(PA) x (PB) = (PG) x (PH) 


(PA) x (PB) = (PM) x (PN) 





Donde concluímos que, fixados o ponto P e a circunferência, (PA) x (PB) 
é constante, qualquer que seja a corda AB passando por P. Este produto 
(PA) x (PB) é chamado potência do ponto P em relação à circunferência. 
Logo, 


(PA) х (PB) = (PO) x (PD) = (PE) x (PF)= (PG) x (PH) =... 
... = (PM) x (PN) = Potência de P em relação à circunferência MO, г). 





194. Generalização do 2º caso 


Consideremos o segmento secan- 
te PA, sua parte exterior PB e um seg- 
mento PT tangente a À. 

Analisando os triângulos PAT e 
PTB, vem: 





P comum 
"T => АРАТ — APTB => 
А = T = — 
2 
PA PT s ; 
Lr. E ) X (PB) = (PT) 
= PT pg => (ВА) (РВ) = (РТ) 
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Com o resultado acima, e proce- 
dendo de modo análogo ao feito no 1? 
caso, temos: 





(PA) x (PB) = (PC) x (PD) = 
= (PE) x (РР) =... = (РМ) x (PN) = 
| = (PT) = Potência do ponto Рет 
relação à circunferência MO, 1). 
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492. Determine o valor de x nas figuras abaixo. 


a) b) 





493. Determine x nos casos: 


a) 





494. Na figura, calcule as medidas das cordas 





BD e CE. 
AB = 3x 
AC = dx = 1 
AD = х + 1 
АЕ = х 
Solucáo 


(AB) x (AD) = (AC) x (AE) 
3x(x + 1) = (4х — Dx 

x = 0 (não serve) ou x = 4 
BD =3x+x+1=l17; 
CE = Ие У = I9 
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495. 


496. 


497. 


498. 


SEMELHANCA DE TRIÁNGULOS E POTÉNCIA DE PONTO 


Determine o valor de x nas figuras abaixo. 


a) b) 





Determine o raio do circulo nos casos: 


a) 





Na figura, sendo ED: EC = 2: 3, AE = 
= 6e EB = 16, calcule o comprimento 
de CD, 


Determine a medida do segmento DE da 
figura, sabendo que AB é o diámetro da 
circunferéncia, B o ponto de tangéncia 
do segmento BC á circunferéncia e DE 
é paralelo a BC. 





Solucáo 
Poténcia de ponto — (BC) = 9(25) => BC = 15 


Ве ode EAS A yy 46 
Semelhanca БК СА me 10 DE = < 
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499. Calcule a potência de um ponto P em relação a uma circunferência de centro O 
e raio r, em funcáo da distáncia d entre O e P e do raio r. 


Solução 





Conforme vimos nos itens 193 e 194, qualquer corda (ou segmento secan- 
te) serve para nos dar a potência x de P em relação à circunferência. 


No 1º caso: х = (РА) х (РВ) = (d + г) х (г- d) = r- d? 
No 2° caso: x= (PA) x PD =U fy xad- etr 
Nos dois casos: x = ld? — rl. 


500. Na figura ao lado, calcule pot A + pot B + pot C. 





Obs.: pot A = potência de A em relação a À. 


501. Por um ponto P distante 18 cm de uma circunferência, traça-se uma secante que 
determina na circunferência uma corda AB de medida 10 cm. Calcule o compri- 
mento da tangente a essa circunferência traçada do ponto P, sabendo que AB 
passa pelo centro da circunferência. 
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502. 


503. 


504. 


SEMELHANCA DE TRIÁNGULOS E POTÉNCIA DE PONTO 


Determine o raio do círculo menor ins- 
crito num quadrante do círculo maior, da 
figura ao lado, sendo 2R o diámetro do 
circulo maior. 





Duas cordas AB e CD interceptam-se num ponto P interno a uma circunferência. 
Determine a medida do segmento BP, sabendo que os segmentos CP, DP e a 
corda AB medem, respectivamente, / cm, бст e 5 ст. 


Num círculo duas cordas se cortam. O produto dos dois segmentos da primeira 


; 1 
corda é 25 ст?. Sabe-se que na segunda corda o menor segmento vale — do 
maior. Determine a medida do maior segmento dessa segunda corda. 


505. AB е AC são duas cordas de medidas iguais, pertencentes a um círculo. Uma 


corda AD intercepta a corda BC num ponto P. Prove que os triángulos ABD 
e APB sáo semelhantes. 
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CAPÍTULO XIV 









Triângulos 
Retângulos 


I. Relações métricas 


195. Elementos 


Considerando um triângulo ABC, retângulo em 4, e conduzindo AD 
perpendicular a BC, com D em BC, vamos caracterizar os elementos seguintes: 


BC = : hipotenusa, 





a A 
AC = b : cateto, у 
АВ = с : cateto, 
BD = m : projecáo do cateto c 
mu sobre a hipotenusa, B : ! — ъъ 
CD = n : projeção do cateto b ч 


sobre a hipotenusa, 
AD = h : altura relativa à hipotenusa. 


Note que, para simplificar, confundimos um segmento com a sua medi- 
da. Assim, dizemos que a é a hipotenusa, podendo ser entendido que a é a me- 
dida da hipotenusa. 
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196. Semelhancas 


Conduzindo a altura AD relativa 
à hipotenusa de um triângulo retângulo 
ABC, obtemos dois triángulos retángu- 
los DBA e DAC semelhantes ao trián- 
gulo ABC. 





De fato, devido á congruéncia dos ángulos indicados na figura acima, 


В = 1 (complementos de C) e 
C = 2 (complementos de B) 


temos: 


AABC — ADBA AABC — ADAC ADBA — ADAC 





pois eles tém dois ángulos congruentes. 
Logo: 
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197. Relacoes métricas 
a) Deducáo 


Com base nas semelhancas dos triángulos citados no item anterior e com 
os elementos já caracterizados, temos: 





A А 
e D h 2 
B D С 
а n 
A= = be=ah (4) 
AABC ~ ADBA = di (2) 
b C 
h m * н (6) 
$3 — Ы = ад (1) 
ДАВС ~ ДрАС = Ae m e ee on a (4) 
2= — bh-cn (9) 
L=- = Б = е (5) 
ADBA ~ ADAC => t - ES — ch = bm (6) 
== = @) 


Resumindo as relações encontradas, excluindo as repetidas, temos: 





TRIÁNGULOS RETÁNGULOS 


b) Enunciados 
Media proporcional dos segmentos re s dados é o segmento x que, com 
os segmentos dados, forma as seguintes proporções: 


r X X S 
X 5 r X 


Dessas proporções segue que: 
X-r.s ouainda x = dr.s 


А média proporcional de ге s coincide com a média geométrica de res. 


Em qualquer triángulo retángulo: 


1?) cada cateto é média proporcional (ou média geométrica) entre 
sua projeção sobre a hipotenusa e a hipotenusa. 


2º) a altura relativa à hipotenusa é média proporcional (ou média 
geométrica) entre os segmentos que determina sobre a hipotenusa. 


| 38) o produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela | | 
altura relativa a ela. 


4?) o produto de um cateto pela altura relativa à hipotenusa éigual | 
ao produto do outro cateto pela projeção do primeiro sobre a hipotenusa. | 
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c) Teorema de Pitágoras 


A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipo- 





tenusa. 


| 
D Ro-3g 
Demonstração 


Para provar esta relação basta somar membro a membro (1) e (2), como 
segue: 


] 
Е 
=) 


р? + 
4 =» bi+c=am+an => 0? + с? = а(т+п) => 
С = am аас 

= D+ С = а? а 


d) Observacoes 


1?) As três primeiras relações métricas 


bP-a.:n (1) 
с —-a.m (2) 
h=m>.n (3) 





sáo as mais importantes. 


d 


Delas decorrem todas as outras. Por exemplo, fazendo (1) x (2) mem- 
bro a membro e usando a (3), temos: 


Ь?.с? = ап-ат => b^.oc&-asa.mn => b.c= а. = 


— Deca PE IR 


22) Num triângulo retângulo, a soma dos inversos dos quadrados dos 
catetos é igual ao inverso do quadrado da altura relativa à hipotenusa. 


1 E uH 
Pp "c m 
De fato 
Se ] с+ 6 а? a? — 
b? e p.c p.c a? - h? h? 
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37) Recíproco do teorema de Pitágoras 





Hipótese Tese 
ДАВС em que a? = b? + c? => ДАВС é retângulo 


Demonstração 





Construindo o triângulo MNP, retângulo em M e cujos catetos MN e MP 
sejam respectivamente congruentes a AB e AC, temos: 

AMNP retângulo em М => т? = п? + p? 

Сото п = b е р = с, vem m? = b? + œ. 

Logo, т? = a”, ou seja, т = a. 


Entáo, pelo caso LLL, ДАВС = AMNP е, como AMNP é retángulo 
em M, o AABC é retàngulo em A. 





506. Determine o valor de x nos casos: 
a) b) 


13 





с) а) 
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507. Determine x em funcáo de a nos casos: 
a) b) 





2a a 


508. Determine x nos casos: 
a) b) 





c) d) 





509. Determine x nos casos: 


a) 





510. Escreva 70 relações métricas com os ele- 
mentos indicados na figura. 
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511. 


512. 


513. 


514. 


TRIÁNGULOS RETÁNGULOS 


Determine x nos casos: 
a) b) 


c) 





Na figura, determine os elementos x, y, 
TEL t 





Determine x e y nos casos: 
a) b) 





Determine o valor de x. 
a) b) 
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515. Calcule os elementos y, z, te x na figura 


516. 


517. 


518. 


519. 
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ao lado. 





Determine o raio do circulo nos casos: 


a) 





Determine x nos casos: 


a) triángulo isósceles b) triángulo equilátero 





Determine o valor de x nos casos: 


a) retángulo b) quadrado 





to 6 


Determine o valor de x nos trapézios isósceles. 


a) 





TRIÁNGULOS RETÁNGULOS 


520. Determine o valor de x nos trapézios retángulos. 
a) == b) 





521. Determine o valor de x nos losangos. 


a) 





522. Determine o valor de x nos paralelogramos. 
a) O b) 





523. Determine a altura do trapézio da figura. 
10 





TRIÁNGULOS RETÁNGULOS 


524. Determine o valor de x nos casos. 
a) 


c) 





525. Determine o valor de x nos casos: 
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Solucáo do item d 





Tragando os raios que vào até os pontos de contato, obtemos um trapézio 
retángulo cuja altura é x. 
Aplicando o ieorema de Pitágoras no triángulo sombreado, obtemos: 


х2 + 12 = 82 > *=63 => х = 3/7 


526. Determine o гаіо do circulo nos casos: 
a) b) 


24 





527. Determine o valor de x nos casos: 
a) b) AB = 15 
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528. Determine o raio do círculo nas figuras: 

a) Trapézio retángulo de bases b AH = 25 т e BC = 30m e 
10 т e 15m 


AB = AC 


529. Determine o valor de x nos casos: 


a) 





530. Determine o raio do círculo, nos casos, se o triângulo retângulo possui 
b) um cateto de 8 m e hipotenusa 


a) catetos de6m e 8m 
de 4/13 т 


eux 


531. Determine o valor de x nas figuras: 
b) 


a) 





532. 
933. 
934. 


535. 
536. 


537. 


538. 
539. 


542. 


TRIÁNGULOS RETÁNGULOS 


Determine a diagonal de um quadrado de perímetro 20 m. 
Determine a diagonal de um retángulo de perímetro 20 m e base 6 m. 


O perímetro de um losango é 52 m e uma diagonal mede /0 т. Calcule a outra 
diagonal. 


Determine a altura de um triángulo equilátero de perímetro 24 m. 
Determine o perímetro de um triángulo equilátero de altura 6 т. 


O perímetro de um triángulo isósceles é de /8 m e a altura relativa à base mede 
3 m. Determine a base. 


Determine a menor altura de um triângulo cujos lados medem 4 т, 5 те 6 m. 


Determine a altura nào relativa à base de um triángulo isósceles de lados 10 m, 
10 m e 12 m. 


. A altura de um retángulo mede 8 m, a diagonal excede a base em 2 rn. Calcule 


a diagonal. 


. O perímetro de um retángulo é de 30 m e a diagonal mede 5.15 т. Determine 


os lados desse retángulo. 
A altura relativa à base de um triángulo isósceles excede a base em 2 m. Determi- 
ne a base, se o perímetro é de 36 m. 
Solucáo 
Sendo 2x a medida da base (para simpli- 


ficar os cálculos) e considerando as me- 
didas indicadas na figura, temos: 


h = 2х +2 h = 2х + 2 
2х + 2a = J6 ==. (a= 18 =x = 
х? + h? = а? х? + h? = а? 





= х? + (2х + 2)? = (18 – х)? = 
= х? + 4x + 8х + 4 = 324 – 36x + х? => 
=> 4х? + 44х – 320 = 0 = х? + 11х – 80 = 0 = 


= х = 5 => А base mede 10 m. 


TRIÁNGULOS RETÁNGULOS 


543. Cada um dos lados congruentes de um triángulo isósceles excede a base em 3 т. 


544. 


545. 


Determine a base, se a altura relativa a ela é de 12 m. 


A diferenca entre as medidas das diagonais de um losango de 68 m de perímetro 
é 14 m. Determine as diagonais desse losango. 


As bases de um trapézio retângulo medem 3 me 9 meo seu perimetro é de 30 m. 
Calcule a altura. 


Calcule a altura e as projecóes dos catetos sobre a hipotenusa, no triángulo re- 
tángulo de catetos 12 cm e 16 cm. 


Calcule a hipotenusa, a altura relativa à hipotenusa, e as projeções dos catetos 
sobre a hipotenusa de um triángulo retángulo de catetos 3 e 4. 


. Dado um triángulo equilátero de lado a, calcule sua altura. 


550. 


551. 


552. 


553. 


554 


Г] 


955. 


556. 


. Uma escada de 2,5 m de altura está apoiada em uma parede e seu pé dista 1,5 m 


da parede. Determine a altura que a escada atinge na parede, nessas condições. 


A altura relativa à hipotenusa de um triángulo retángulo mede /2 rn. Se a hipote- 
nusa mede 25 m, calcule os catetos. 


Num triângulo ABC, retângulo em A, a altura relativa à hipotenusa mede 1,2 cm 
e a hipotenusa mede 2,5 cm. Sendo m e n, respectivamente, as projeções do maior 


m 
e do menor cateto sobre a hipotenusa, calcule gre 


Dois ciclistas partem de uma mesma cidade em direção reta; um em direção leste 
e outro em direção norte. Determine a distância que os separa depois de duas 
horas, sabendo que a velocidade dos ciclistas é de 30 km/h e 45 km/h, respecti- 
vamente. 


As bases de um trapézio isósceles medem /2 те 20 m, respectivamente. A soma 
dos lados não paralelos é igual a 10 m. Quanto mede a altura? 


As bases de um trapézio isósceles medem 7 e 79 e os lados nào paralelos 10. 
Calcule a altura desse trapézio. 


Em um trapézio retângulo, a soma das 
bases é de 16 cm, sendo uma delas os 


=. da outra. Determine a altura, sabendo 


que o lado oblíquo mede 5 cm. 


Na figura, calcule a altura do trapézio re- 
tángulo ABCD. 





557. 


558. 
299. 


560. 


561. 


562. 


563. 


564. 


565. 


566. 


567. 


568. 


569. 


TRIÂNGULOS RETÂNGULOS 


Sabendo que a soma dos quadrados dos catetos com o quadrado da hipotenusa 


de um triângulo retângulo é igual a 200, determine a medida da hipotenusa 


desse triângulo. 
Calcule o perímetro do triángulo isósceles de 76 cm de base e 6 cm de altura. 


Determine a altura de um trapézio de bases 24 cm e 10 cm, sabendo que os lados 
náo paralelos medem respectivamente /5 cm e 13 cm. 


A base maior e um dos lados oblíquos ás bases de um trapézio isósceles circuns- 
critível a um círculo sáo respectivamente iguais a 18 cm e 13 cm. Determine a 
medida da altura do trapézio. 


Uma corda comum а dois círculos secantes mede /6 cm. Sendo 10 cm e 17 cm 
as medidas dos raios dos círculos, determine a distáncia entre seus centros. 


Seja um ponto P, externo a uma circunferência. A menor distância desse ponto 
à circunferéncia vale 6 cm e a maior distáncia desse ponto à circunferéncia vale 
24 cm. Determine o comprimento do segmento tangente à circunferéncia, por es- 
se ponto. 


Dois circulos de raios 12 cm e 20 cm sào tangentes externamente. Determine o 
comprimento do segmento PO, tangente comum aos dois círculos, sendo P e Q 
pontos de tangéncia. 
Um trapézio isósceles circunscritível tem bases medindo 8 cm e 16 cm. Calcule 
a altura do trapézio. 


Prove que o diámetro de um círculo ins- 
crito em um trapézio isósceles é média 
geométrica entre as bases do trapézio. 


Calcule a medida do raio do círculo, na 
figura ao lado, sabendo que AD = 12cm, 
АЕ = 15ст e AB = 6 ст. 





Num triángulo isósceles de altura 8, inscreve-se uma circunferéncia de raio 3. Cal- 
cule a medida da base do triángulo. 


Sobre a hipotenusa AB de um triángulo retángulo ABC é construído um segundo 
triângulo retângulo ABD, com hipotenusa AB. Se BC = І, AC = b е AD = 2, 
calcule BD. 


No trapézio ABCD ao lado, a diagonal A Б 
AC é perpendicular ao lado oblíquo AD. | 
Sendo CD = 25 сте AD = 15 cm, de- 
termine a medida da altura do trapézio. 
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570. 


571. 


572. 


573. 


574. 


979. 


576. 


577. 
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Determine a medida da diagonal AC do 
trapézio retângulo da figura ao lado, sa- 
bendo que as bases medem respectiva- 
mente 4 cm e 9 cm e que o lado BC mede 


[34 ст. 





O segmento AB tem suas extremidades А е В como pontos de tangéncia ás cir- 
cunferéncias de centros O, e O,. Sendo 15 cm e 3 cm os raios dessas circunfe- 
réncias, respectivamente, e 24 cm a distáncia entre seus centros, determine o seg- 
mento AB. 


Determine a medida da hipotenusa de um triángulo retángulo sendo 24 m o seu 


perímetro e A m a medida da altura relativa à hipotenusa. 


Considere-se uma semicircunferência de diâmetro AOB = 2r.  Construímos in- 
ternamente duas novas semicircunferéncias com diâmetros OA e OB e uma 
circunferéncia tangente a essas trés semicircunferéncias. Calcule a medida do raio 
dessa circunferéncia. 


Do mesmo lado de uma reta sáo tracados trés círculos tangentes à reta e tangen- 
tes entre si dois a dois. Sabendo que dois deles têm raio igual a 16, calcule o raio 
do terceiro. 


Um octógono regular é formado cortando-se triángulos retángulos isósceles nos 
vértices de um quadrado. Se o lado do quadrado mede 1, quanto medem os cate- 
tos dos triángulos retirados? 


Consideremos dois círculos tangentes co- 
mo na figura ao lado. Sendo E o centro 
do círculo menor, F o ponto de tangén- 
cia entre os dois círculos e a o lado do 
quadrado, determine o raio do círculo 
menor em função de a. 





Considere um quadrado Q de lado a e cinco círculos de mesmo raio r interiores 
a O, dos quais um é concéntrico com O e tangente exteriormente aos quatro ou- 
tros, e cada um destes tangencia dois lados consecutivos de Q. Determine a medi- 
da de r em função da medida a do lado quadrado. 


578. 


579. 


580. 


581. 


582. 


583. 


584. 


585. 
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Na figura, determine o raio da circunfe- 
réncia, sabendo que ACe AD tangenciam 
a circunferéncia nos pontos C'e D, respec- 
tivamente, e que BE = 12 ст e AE = 
= 54 cm. 





Dois teleféricos T, e 7, partem de uma estação E situada num plano horizontal, 
em direção aos picos P, e P, de duas montanhas. Determine a distância entre P, 
e P,, sabendo que os teleféricos percorreram 1 500 m e 2 900 m, respectivamen- 
te, e que a primeira montanha tem 900 m de altura e a segunda 2 000 m e que 
os pés das montanhas e E estão em linha reta. 


Sejam dois círculos tangentes entre si, in- 
ternamente, como na figura ao lado. Sen- 
do PQ = 8cme ST = 3 cm, calcule a 
medida de RO. 





; ; R 
Num circulo de centro O e raio R, considera-se uma corda AB = —. Calcule a 
medida do raio do circulo inscrito no setor circular OAB. 


Sobre os lados de um quadrado, desenhamos externamente quatro triángulos isós- 
celes com alturas relativas às bases iguais a 3 cm. Determine o perímetro do qua- 
drado, sabendo que os vértices dos quatro triángulos pertencem a uma mesma 


circunferéncia, de raio igual a 32 + 2)cm. 

Dois quadrados ABCD e CDEF tém em comum o lado CD. Tracamos as diago- 
nais ACe EC. Sendo AM = + Ale EP = + CE, com M em AC e P em CE, 
determine o segmento PM, em funcào do lado a dos quadrados. 


Determine a distáncia entre os pés da altura e da mediana relativas à hipotenusa 


de um triângulo retângulo de (18 + 6,3)m de perímetro, sabendo que as pro- 
jecóes dos catetos sobre a hipotenusa sáo diretamente proporcionais aos nüme- 
ros l e 3. 


Determine o perímetro de um triángulo, sabendo que a mediana e a altura, relati- 
vas à hipotenusa, medem respectivamente 4 cm e 243 cm. 
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a hipotenusa do triángulo. 


587. Determine a altura relativa à base de um triángulo isósceles em funcáo da base 
a e do raio do círculo inscrito r. 


588. Determine a bissetriz interna, relativa à hipotenusa de um triângulo retângulo de 
catetos Бе c. 


Solucáo 


Seja x a medida da bissetriz AS 
relativa à hipotenusa. Por 5 tracemos 
um segmento paralelo a um dos cate- 
tos, paralelo a b por exemplo. 


Note que os triángulos BAC e BPS sáo 
semelhantes. Entáo: 








y? + y? =x e x 

cu с => 42 == 

у C—y су = bc — by 
|2bc 


X X |. 


589. Num triángulo isósceles ABC, M ё um ponto qualquer da base BC. Demonstre que: 
(АВ)? — (АМ)? = (МВ). (MC) 


590. Determine o perímetro de um triângulo isósceles em função da projeção a da al- 
tura relativa à base do triángulo sobre um dos lados congruentes, e em função 
dessa altura A. 

591. Em um quadrado ABCD tomamos um ponto E, sobre o lado AD, tal que AE = 
- "1 AD, e o ponto O, médio de AB. Sendo OP perpendicular a CE, em que 


P é o pé da perpendicular tomado sobre CE, prove que: 
(OP) = (EP) - (CP) 
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592. Consideremos um triángulo ABC e as bissetrizes AD interna e AE externa ao 
triángulo. Prove que: 


JAD? + AE? JAD? + АЕ _, 
CD BD x 


593. Seja um semicírculo de diâmetro AB = 2r, eas tangentes AX e BY ao semicírculo. 
A tangente em um ponto C, qualquer, da semicircunferência encontra AX em 
D e BY em E. Demonstre que: 


(CD) - (CE) = r? 


II. Aplicações do teorema de Pitágoras 


198. Diagonal do quadrado 


Dado um quadrado de lado a, 
calcular sua diagonal d. 

Sendo ABCD o quadrado de la- 
do a, aplicando o teorema de Pitágoras 
no AABC, temos: 








199. Altura do triângulo equilátero 


Dado um triângulo equilátero de 
lado a, calcular sua altura A. 

Sendo ABC um triângulo equi- 
látero de lado a, M o ponto médio de 
BC, calculamos AM = h aplicando o 
teorema de Pitágoras no AAMC. 
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200. Seno, cosseno e tangente de 30%, 45? e 60? 


Sendo a a medida de um dos án- C | 
gulos agudos de um triángulo retángu- 
lo, pondo-se: 


cateto oposto 
seno de а = sen о = ——— ————— = 





hipotenusa 
cateto adjacente C | 
cosseno de а = cos a = ——— —— = —, cos а = — 
hipotenusa a 
cateto oposto b b 
tangente de а = tg a O de ii = = —, tga=— 
cateto adjacente C é 


e usando os resultados anteriores, temos: 

















2 
а \ 
sen 45 =— == 
a2 x2 
SA a d E 
a2 2 
tg 45° = 2 =] 
а 
а 3 - 
sen 60º = ав. E 
a 2 
a 
cos 60% = ‚зы 
а 2 
‚В 
2 а 
tg 60º = —— = {3 
] a 
2 
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a 
É = fe, T 
sen 30 > > 
a- 3 
ta DO 
cos 30 z > 
T © 
2 3 
ip 309 = —= = ә 
t aa 3 
SEL. 


201. Triángulos pitagóricos 
Veremos como obter triángulos retángulos cujos lados sào medidos por 
números inteiros, triângulos estes chamados pitagóricos. 


Calculemos a hipotenusa a de um triángulo retángulo com um cateto 
D= 2xweoutro e = r= y, 





A с = x?- у? B 


а? = (2xyy + (х2 — yF = 4х2у? + х*— 2Zy? + уќ om 
= а? = ҳ* + P + y => а? = (х? + yF = а = х? + y 


Entáo, temos: 


Tomando x e y inteiros, primos entre si, um deles sendo par e x maior 
que y, vem a tabela: 
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Notemos que os triângulos retângulos cujos lados são dados pelos ternos: 
a) (3, 4, 5), (6, 8, 10), (9, 12, 15), (12, 16, 20)... são semelhantes entre si; 
b) (5, 12, 13), (10, 24, 26), (15, 36, 39), (20, 48, 52)... são semelhantes entre si; 


c) (8, 15, 17), (16, 30, 34), (24, 45, 51), (32, 60, 68)... são semelhantes entre 
Si, ЄС. 


EXERCÍCIOS 








594. Determine sen « nos casos: 
b) с) 
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595. 


596. 


597. 


598. 
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Determine cos а nos casos: 


a) 





Obtenha /g « nos casos: 


a) b) с) 





Determine o valor de х nos casos: 
a) b) c) 





Determine o valor de x nos casos: 


a) 


c) 
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599. 


600. 


601. 


602. 


603. 


604. 


605. 


606. 
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Determine os valores de x e y nos casos: 


a) retángulo b) paralelogramo c) paralelogramo 
12 





Determine o valor de x nos casos: 
a) b) 





“1500 


Um ponto de um lado de um ángulo de 60º dista 16 m do vértice do ángulo. 
Quanto ele dista do outro lado do ángulo? 


Um ponto de um lado de um ángulo de 30º dista 6 m do outro lado. Determine 
a distáncia da projecáo ortogonal desse ponto sobre este outro lado até o vértice 
do ángulo. 


Um ponto P interno de um ángulo reto dista 4 т e 8 т dos lados do ángulo. 
Qual a distáncia entre P e o vértice desse ángulo? 


Um ponto interno de um ángulo reto dista 4 m e 10 т dos lados do ángulo. Qual 
a distáncia desse ponto à bissetriz desse ángulo? 


Um ponto P, interno de um ángulo reto, dista, respectivamente, J2 m e 2 m de 
um lado e da bissetriz do ángulo. Determine a distáncia entre P e o vértice desse 
angulo. 


Um ponto P, interno de um ángulo de 60º, dista 6 me 9 m dos lados desse ángu- 
lo. Qual a distáncia entre P e a bissetriz do ángulo? 


607. 


608. 


609. 


610. 


611. 


612. 


613. 


614. 


615. 


616. 


617. 


618. 
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Um ponto P, interno de um ángulo de 60º, dista 3 m e 6 m dos lados do ángulo. 
Determine a distáncia entre P e o vértice desse ángulo. 


Um ponto P, interno de um ángulo de 30º, dista 3 m de um lado e 3413 m do 
vértice do àngulo. Quanto esse ponto dista do outro lado do ángulo? 


Um ponto P, externo de um ángulo de 60º, dista 9/3 me 343 m dos lados do 
ángulo, sendo que nenhuma destas distáncias é até o vértice do ángulo. Qual é 
a distáncia entre P e a bissetriz do ángulo? 


Em um triángulo retángulo, o quadrado da hipotenusa é o dobro do produto dos 
catetos. Calcule um dos ángulos agudos do triángulo. 


Pelo vértice de um quadrado ABCD de lado a, toma-se no interior do quadrado 
um segmento BS que forma um ángulo igual a 30? com BA, com S em AD. 
Determine AS e BS. 


Um observador vé um edifício, construido em terreno plano, sob um ángulo de 
60º. Se ele se afastar do edifício mais 30 m, passará a vê-lo sob ángulo de 45º. 
Calcule a altura do edifício. 


Os lados AB e AC de um triângulo ABC medem respectivamente a e 2a, sendo 
45º o ângulo formado por eles. Calcule a medida da altura BD e o lado BC do triân- - 
gulo, em função de a. 


As bases de um trapézio retângulo são 5 e 2b e um dos ángulos mede 60º. Calcule 
a altura. 


Um dos ângulos agudos de um trapézio isósceles mede 60º. Sendo os lados não 
paralelos congruentes à base menor do trapézio e m a medida da base maior, de- 
termine o perímetro do trapézio em função de m. 


Determine o ângulo que a diagonal de um trapézio isósceles forma com a altura 
do trapézio, sabendo que a altura do trapézio é igual a sua base média multiplicada 


por 43. 


A base maior de um trapézio isósceles mede 700 cm e a base menor 60 cm. Sendo 
60? a medida de cada um de seus ángulos agudos, determine a altura e o períme- 
tro do trapézio. 


D C 


Determine tg о, sabendo que E é ponto 
médio do lado BC do quadrado ABCD. 
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619. 
620. 


621. 


622. 


623. 
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Determine o raio de um círculo inscrito num setor circular de 60? e 6 dm de raio. 


Seja AB = 3r, tangente em A a uma circunferência de centro O e raio r. Traça-se 

por B a tangente BC, que tem C por ponto de contato. Calcule a distáncia de C 
Eas 

à reta AB. 


Consideremos um triángulo retángulo ABC, onde a medida de um ángulo agudo 
é q. Determine a medida do raio da circunferência inscrita em função de o e da 
hipotenusa 4. 


Um paralelogramo tem lados respectivamente iguais a 70 cm e 8 cm. Sabendo 
que um de seus ángulos internos vale 720^, calcule o perímetro do quadrilátero 
convexo formado pelas bissetrizes de seus ángulos internos. 


Na figura temos um quadrado e um triángulo equilátero. Determine as incógnitas. 
a) b) 





CAPÍTULO XV 







Triángulos 
Quaisquer 






Relações métricas e cálculo de linhas notáveis 


202. Teorema dos senos 


Os lados de um triângulo são proporcionais aos senos dos ângulos 


opostos e a constante de proporcionalidade é o diâmetro da circunferên- 
| cia circunscrita ao triângulo. 





Demonstração 


Dado um ДАВС, consideremos a circunferência circunscrita. Seja O o 
centro dela e R o seu raio: 
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Tracando o diámetro BD, temos: 


D = =. е, сото А = BC decorre que D : 











= А, 
2 
No ADCB retángulo em C, vem: 
ando sen А = L LE 
-— NH S 2R г senA 
Procedendo de modo análogo, temos: Or 2R e = = 2R. 
sen sen C 





Nota 

Caso Á seja obtuso, em lugar de D = Á, teremos D = 180? — Á, o que 
não altera o resultado, pois sen(180? — A) = sen A, como é sabido da Trigo- 
nometria. 


Caso À seja reto, também vale a relacáo, visto que sen 90? = 1. 


EXERCÍCIOS 





624. Sabendo que sen(180? — x) — sen x e cos(180? — x) — —cos x, determine: 
a) sen 120? C) cos 135? 


e) sen 135? 
b) cos 150? d) sen 150? 


f) cos 120º 
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625. Determine o valor de x nos casos: 
a) b) 





12 


626. Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao triángulo nos casos: 
a) b) 







627. Obtenha o valor de x nos casos: 


a) ABCD é paralelogramo 


A | B 





628. Determine o ángulo x nos casos: 


a) 


629. Num triángulo ABC sáo dados А = 60%, B = 45º e BC = 4 cm. Determine a 
medida de AC. 


630. Num triángulo obtusángulo e isósceles, os ángulos da base medem 30? cada um. 
Determine a base do triângulo, sabendo que os lados congruentes medem /0 cm 
cada um. 
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631. O triángulo ABC é obtusángulo com А = 120º, BC = 213 dm e AC — 2 dm. 
Determine a medida do ángulo do vértice B desse triángulo. 


632. Se os lados de um triángulo ABC medem a, b e c, prove que: 
a+b _ sen Á + sen B 


b sen B 


em que 4 e B são os ángulos dos vértices 4 e B do triángulo e a, be c os lados 
Opostos respectivamente aos vértices A, B e C desse triángulo. 


| " | | a—b sen A — sen B 
633. No mesmo exercício anterior, prove que: саты Eb a 


634. Sejam a, bec os lados opostos aos vértices A, B e C de um triángulo ABC. 

senA + senB a+b 
sen C 

ángulos dos vértices A, B e C do triângulo considerado. 


Prove que: , em que A, Be C são igualmente os 


203. Relações métricas 


a) Num triángulo qualquer, 
o quadrado do lado oposto a um 
ángulo agudo é igual à soma dos 
quadrados dos outros dois lados, 


menos duas vezes o produto de um 
desses lados pela projecáo do ou- 
tro sobre ele. 





Hipotese Tese 
А < 90°, = proj. deb sobrec => a^—-b^-c-c-—2cm 


b) Num triángulo obtusán- 
gulo qualquer, o quadrado do la- 
do oposto ao ángulo obtuso é 
igual à soma dos quadrados dos 


outros lados, mais duas vezes o 
produto de um desses lados pela 
projecáo do outro sobre ele (ou so- 
bre a reta que o contém). 





Hipótese Tese 
А > 90°, m = proj. de b sobrec => а? = 0 + с + 2 ст 
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Demonstracáo (conjunta — para os dois casos) 
Conduzindo CD = h, = altura relativa ao lado c, vem: 


ACDB: a? = h? + (сї т) 


Fi f 
Н Ёё, 
= а? =b-m+cdiZm+m => 
Р / 


ACDA: E = PF- 


=> а = b + с2 – 2 ст 





204. Teorema dos cossenos 


Em qualquer triángulo, o quadrado de um lado é igual à soma dos 
quadrados dos outros dois lados menos duas vezes o produto desses dois 
lados pelo cosseno do ángulo por eles formado. 









am 


D a C B 
¡LAA AN A, 
180º - A 





No ДАВС: а? = 2 + G-2cm (1), No ДАВС: 2=b + 2+2cm (2) 


No ACDA: cos A = p => | No ACDA: cos (180° – A) = = = 


=> m-—b-.-cosA =: —сов А = => m=-b.cosA 


Substituindo m em (1): 
a? — b? + c* — 2c(b - cos A) 


Substituindo m em (2): 
а? = b? + c? + 2c(—b · cos A) 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Para os dois casos: 
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Analogamente, temos: 


É AR | с? = а? + b -— 2ab - cos С 





que são as expressões do teorema dos cossenos ou lei dos cossenos. 


205. Reconhecimento da natureza de um triángulo 


Conhecendo-se as medidas dos lados de um triángulo e chamando a maior 
delas de a e as outras duas de b e c, lembrando que 


triángulo acutángulo 
triángulo retángulo | 
triângulo obtusángulo | 





cujas demonstrações imediatas são decorrentes dos dois itens anteriores. 





635. Determine o valor de x nos casos: 


a) 
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636. Determine x e y nos casos: 





a) b) 





638. Determine o valor de x nos casos: 





639. Determine a medida x do ángulo nos casos: 
a) b) 
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640. 


642. 


645. 


647. 


648. 


649. 


650. 


651. 
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Se as diagonais do paralelogramo da fi- 
gura medem 20 cm e 32 cm e formam um 
ángulo de 60º, determine os lados do pa- 
ralelogramo. 


Reconheca a natureza de um triángulo: 


a) cujos lados medem 6, 12 e 13; 

b) cujos lados medem 6, 10 e 12; 

c) cujos lados medem 5, 12 е 13; 

d) cujos lados estáo na razáo 3:4:4, 5; 

e) cujos lados sào inversamente proporcionais a 3, 4 e 6. 


Reconheça a natureza de um triângulo cujos lados são inversamente proporcio- 
nais aos nümeros 3, 4 e 5. 


Os lados de um triángulo medem /5 m, 20 m e 25 m. Determine a altura relativa 
ao maior lado. 


Os lados de um triângulo medem 12 т, 20 m e 28 m. Determine a projeção do 
menor sobre a reta do lado de 20 m. 


Os lados de um triângulo medem 7 m, 24 m e 25 m. Determine a altura relativa 
ao lado menor. 


Determine o lado BC de um triángulo acutángulo ABC, em que AC = 7 cm, 
AB = 5 cm e a projeção de AC sobre AB mede / cm. 


Determine a medida do lado 4B de um triángulo A | BC, obtusángulo em A, sendo 
BC = 8 cm, AC = 5 cm e a projeção do lado AB sobre AC igual a 3 mm. 


Determine a medida do lado BC de um triángulo ABC, em que AC = 10 cm, 
AB = 6 cm e a projeção do lado BC sobre AC vale 10,4 cm. 


A base de um triângulo mede /0 cm, e os outros dois lados /4 cm e 8 cm, respec- 
tivamente. Determine as projecóes desses dois lados sobre a base do triángulo. 


Determine a projecáo do lado BC sobre o lado AC de um triángulo ABC, em que 
BC = 12 cm, AC = 16 cm e AB = IS em. 


Em um triángulo ABC é possível ter simultaneamente: 
а? =b + c + 2bm e с? = b? + а? + 2bn 


sendo m projeção de c sobre be п, projeção de а sobre 5? Justifique. 


652. 


654. 


656. 


657. 


658. 
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Na figura abaixo, calcule o valor 653. No triángulo ABC da figura abaixo, 

de x. o lado AB mede 12 cm, o lado BC 
mede 9 cm e o lado AC mede 6 cm. 
Calcule o cosseno do ángulo a. 





Calcule o perímetro do triángulo da 655. Calcule o perímetro do triángulo 
figura abaixo. ABC, da figura abaixo. 


A 





Determine o valor de x, sabendo que x + 5,3 – хех + 7 são as medidas dos 
lados AB. BC e AC de um triángulo ABC cujo ángulo Ê vale 120º. 


Uma corda АВ de medida ё determina sobre uma circunferência um arco de 120º. 
Determine a distáncia do ponto B ao diámetro AC desse círculo. 


Na figura, AB é igual ao raio do círculo 
de centro O, BC = 26 e BH é perpen- 
dicular a AC. Calcule HC. 
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659. 


660. 


661. 


662. 


663. 


664. 


665. 


666. 


667. 


668. 


669. 
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Determine a diagonal maior de um paralelogramo, em que dois de seus lados con- 
+ La] ж Fa 
secutivos formam um ángulo de 45º e medem respectivamente 5,2 cm e 10 cm. 


Sabendo que os lados consecutivos de um paralelogramo medem 4 cm e 5 cm e 
uma das diagonais mede 6 cm, determine a medida da outra diagonal. 


Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 8 m e 12 m e formam um 
ângulo de 60º. Calcule as diagonais. 


A mediana AM de um triângulo ABC mede 6 cm, divide o lado oposto em dois 
segmentos iguais a 12 cm e forma com esse lado dois ângulos que diferem de 60º. 
Determine as medidas dos lados desse triângulo. 


Existe o triángulo ABC tal que BC = 10 ст, АС = 1 cmeß = 30º,em que Bé 
o ângulo oposto ao lado AC? 


Dois lados consecutivos de um paralelogramo têm por medidas a e b e uma das 
diagonais tem por medida c. Determine a medida da outra diagonal. 


Prove que: “Num triângulo qualquer, o quadrado do lado oposto a um ángulo 
agudo é igual à soma dos quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes o 
produto de um desses lados pela projeção do outro sobre ele”. 


Prove que: “Ет um triângulo obtusângulo, o quadrado do lado oposto ao ángu- 
lo obtuso é igual à soma dos quadrados dos outros dois, mais duas vezes o pro- 
duto de um desses lados pela projeção do outro sobre. ele””. 


Se, em um triângulo, o quadrado de um lado é igual à soma dos quadrados dos 
outros dois lados menos o produto desses dois lados, calcule o ângulo interno 
que os mesmos dois lados formam. 


Sobre os lados de um triângulo ABC retângulo de lados 6 cm, 6 |3 cm e 12 cm 
construímos trés quadrados externos. Calcule a medida dos lados do triángulo 
determinado pelos centros desses quadrados. 


As medidas dos lados do quadrilá- 670. Um ponto interno de um triángulo 


tero ABCD sào AB = BC - 10m, equilátero dista 5 cm, 7 cm e 8 cm 
CD = 16 meAD = 6 т. Determi- dos vértices do triángulo. Determi- 
ne BD. ne o lado desse triángulo. 
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206. Cálculo das medianas de um triángulo 


Sendo dados os lados a, b e c de um triángulo, calcular as trés media- 
nas: m, m, em: 


AADC —Á GJ a 
i - pom Ж „> 
d dz T 37 | 


— 
AADB | = e= m + (2) -24x 
D agudo S 2) 2 


| | 3 2 
b + с = 200 + 24 








Se D for reto, ё imediato. Basta aplicar a relacáo de Pitágoras. 


Exemplo 


Dado um triángulo de lados a — 5, b — 7 e c = 6, calcular as trés 
medianas: m,, m, e т,: 


m, = PED Fog = y 42049 + 64j—25 = = 201 

Ll AA TIRE = a 
m, = v2a + c)-b = Y 1205 + 64) – 49 = — 4129 
m, = (La? + b) – e = 2 (205 + 49) = 64 = — 84 = [2 
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Nota 


Poderíamos obter estas medianas sem usar as fórmulas, substituindo-as 
pelas relações usadas em suas deduções ou pela lei dos cossenos. No exemplo 
anterior, calculemos diretamente a mediana m.. 





ll 


No ACBM: 5? 
=> m-—8m,-cosa = 9 (1) 


m? + 42-2. т. · 4: cosa => 


No АСАМ: 72 = m? + 4? – 2. m, · 4 · со$(180° — a) => 
= T = m? + 4-2-m, · 4(—с05 х) — mi + 8 - т. · cos а = 33 (2) 


Fazendo (1) + (2): 
m?-8-m.- cosa + m? + 8- т. «cosa = 9 + 33 => 2. mí = 42 => 


=> M, = [21 


207. Cálculo das alturas de um triângulo 


Num triângulo ABC conhecem-se as medidas dos lados a, 5 e c. Calcu- 
lar as três alturas. 





AADC: nº = D*- ш? (1) 


Relação métrica ДАВС = al =b+cdt2em => 


b? + 2 _ 34 
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(2) em E E 
x. Ac? 
= 4С? = Dhe + b + è-a] Dbe-b- t+ а] = 
= (6 + 2be +0)=a] . [a 2 (60266 + PI] = 
= (+0 ара ра = (6 = ejr 
= [(b + c + a) (b + c—a)] [(a + b-c) (a-b +c)] = 


=> 4chi = (а + b+c)(ta+b+0c(a-b + с) (a + b— c) (3) 
Fazendo: 


a+ b+c=2p (notar que р é semiperímetro do triángulo) 


temos: 
2p 
-a+b+c=-a+b+c+a-a=a+b+cê-Za=2p-a) 


a-bté-a-b+4+E=+Hb-b=a+b+6-D = Ap 0) 


а+ б-с=а+б-с-с=а+ б + с- 2с = 2(р– с) 
Entáo, substituindo em (3): 


4ch? = (а + b + с) (-а + b + с) (a—b + с) (а + b-c) 
2р ipa). pb) 2p) 


4ch? = 2p. 2(р – a)-2(p- b)-2(p- O => 


p(p — a) (p — b) (p - c) 





n, = = [pp-a (p—b)(p- ©) 
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Exemplo 


Dado um triángulo de lados a = 5, b — 7ec = 8, calcular as trés al- 
turas: A, А, e А,. 


p = 10 
а = р-а = 5 Үр(р — a) (p — b) (р-о = 
b 7 p-b=3 = 10.5.3.2 = 
ces Y Bc = Д = 1043 


2p = 20 
h = 2 {рр а) p-b) P-o) = E 103 = 4/3 = h,= 4/3 


h = 2 (ыра) p-b) фо - 2.105 = 205 > ь = 2033 


b 7 7 
h = рр — афф 9 = 2.103 = 33. — һ = 0 


Nota 


Nem sempre as expressões acima trazem simplificações de cálculo. Às 
vezes é conveniente substituir essas fórmulas pelas relações usadas em suas de- 
duções. 


Exemplo 
Os lados de um triângulo medem J5, [10 e 5. Qual o comprimento da 
altura relativa ao lado maior? 


Aplicando o teorema de Pitágoras, vem: 


AADB: k? + х? = (5? = + х= 5 (1) 
AADC: № + (5 – xp = (10р = 
=> h?— 10x + x^ = —15 (2) 
(1) – (2): 10x = 20 =» х = 2 


Substituindo х = 2 em (1): 
р + 25 = 5 =E=] - hel, 
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208. Relação de Stewart 


Dado um triángulo ABC e sendo D um ponto do lado AB (vide figura), 
vale a relação: а?у + b?x — z?c = cxy. 


Demonstração 
ABCD : а? = x? + Z x 2xm (1) 
AACD : b? = y? + 2 x 2ym (2) 


(1) - y = а?у = ху + а: + 
(2) -x => bx = xy? + zx Ї 2xym 
ау + bx = xy(x + y) + z(x + у) => 





Exemplo de aplicacdo 


Calcular o raio x na figura ao 
lado. 


Temos as circunferéncias A(O, 3), 
A (O,, 2), A(O», 1) e A (Os, x). No 
triângulo O,0,0,, temos: 


ОО, = 3, 
0,0, — 2 4 x, 
0,0, =1+x 
e ainda 
ОО, = 1, 
ОО, = 2e 
ОО, = 3-x 





Aplicando a relação de Stewart, vem: 
(1(+„+х?-1+{(2+х/-2—(3—х)-3=1-2-3 = 28x = 24 => 


=> PR 


7 
Nota 


Podem-se calcular as medianas de um triángulo usando as relações de 
Stewart. 
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209. Cálculo das bissetrizes internas de um triángulo 


No triángulo ABC conhecem-se 
as medidas dos lados a, b e c. 

Determinemos as medidas das 
trés bissetrizes internas 5,, S, e s, na fi- 
gura ao lado. 


Dados: a, b, c incógnitas: x, y, s 


ar 

















x+y=a 
a 
| A m RE 
s bissetfiz > Es sé EC OX dc X lu Oro 
b C b+c b c y 2.02206 
b+c 
Considerando a relação de Stewart no AABC 
by --cx-s.a-x-y.a 
e substituindo x e y pelos valores calculados acima, vem: 
0005 Таг O o lu zd S EET. 
b+c b+c a b+c p zo 


b?c(b + c) + bc*(b + c) – bca? = sb + cy = 
(b + c)s? = belb(b + с) + c(b + с) – а] => 
(b + е)252 = bel(b + c} – а] => 

(b + cYsi = be(b + c + а) (b + с-а) = 


111 











2р 2(p — a) 


| 





Exemplo 





Dado um triângulo de lados a = 5, b = 7 e c = 8, calcular as trés 


bissetrizes internas: Sy 5, e S,. 
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2D = 20 == p= 10 рена = 5 реБ = Зе рсе 
Jbcp(p — а) = - 47 «8 55 5 ENT 








Il 


Sa 








b+c 3 
A A йаа 291. 
8. = FF acp(p — b) = 13 45.8 · 10-3 = 13 
E L^ sd AN um 
$ = 2 anh vabp(p — c) = 17 5-7:-10-.2 = 3 


210. Cálculo das bissetrizes externas de um triângulo 


Num triângulo ABC conhecem- A 
se as medidas dos lados a, b e c. Deter- SA 
minar as medidas das trés bissetrizes ex- E 


















ternas s/, s; е sí na figura ao lado. c TN 
Dados: a, b, с incógnitas: х, y, 5, o" ы daa EMEN 
Y el 
= 
x—y-34 
a SEM 
D UN MD NOE uk mora З п ш, b=c 
b C D-c b C DÊ 
|y € — 
D— с 
Considerando a relação de Stewart no AAS'C 
ру + st а сх = а yo х 
e substituindo x e y pelos valores calculados acima, vem: 
: | | b 
b. dc c EU Ab ix a. A и. Ю.м 
b=e A b-e A b-e b-c 


=> bic(b-c)--s?(b-cy-—bc(b— c) = bca? = 

=> (b-— cYs;? = bela? — b(b — с) + c(b-—-c)] => 

=> (b-c)s = Бс[а? — (b — с)2] => 

=> (b-—cys?- bela + 0 – с) (а– 6 + c) => 
2p-—c) 2(р- b) 

= s = É— (ср b) (p - 9) 





b-—c 
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Observando que, 

se b > c toma-se b — c 

se b < c toma-se c — b, 

a diferenca b — c deve ser tomada em módulo. 

Seb = с, a expressão de s; nào 
tem sentido, o que ocorre pelo fato de 
a bissetriz do ángulo externo do vértice 
de um triángulo isósceles ser paralela à 
base. 





Conclusáo: 





Exemplo 


Dado um triángulo de lados a = 5,b = 7ec = 8, calcular as trés bis- 
setrizes externas: $,, 5, € Sí. 


2р = 20 => p= 10; p-a=3; p-b=3 ep-c=2 


и а bo Dd A A = 8/3 
= ес! 1 

ПЕЕ Ж — чыт pue ИЕ pr р (Жу 
la=cl 3 3 

a. | 2 ESPE SD ора Xm R uis 

$ = —*—- Jab(p – а) (р- b) = -—45-7-5-3 = 5421 
la—bil 2 
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EXERCÍCIOS 





671. Determine a medida da mediana AM 672. Determine a medida da bissetriz AS, 


do triángulo ABC, aplicando a fór- aplicando a fórmula da bissetriz in- 

mula da mediana e depois calcule terna e depois calcule usando o teo- 

usando a relação de Stewart. rema da bissetriz e a relacáo de 
Stewart. 





673. Determine a medida da bissetriz ex- 
terna AP do AABC, aplicando a fór- 5: 
mula da bissetriz e depois calcule ela dá 
usando o teorema da bissetriz e a re- 
lação de Stewart. 





674. Determine o valor de x nos casos: 


a) b) 





675. Determine a razão entre a soma dos quadrados das medianas de um triângulo 
e a soma dos quadrados dos lados desse triângulo. 
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676. 


677. 


678. 


679. 


680. 


682. 


684. 
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Calcule as alturas de um triángulo cujos lados medem 6 m, 10 m e 12 m. 


Os lados AB, AC e BC de um triángulo ABC medem, respectivamente, 5 cm, 
6 cm e 7 cm. Determine a altura e a bissetriz interna relativa ao lado AC e a bis- 
setriz externa relativa ao lado AB. 


Dados os lados a, b e c de um triángulo ABC, calcule a distáncia do vértice A 
ao ponto M que divide a base BC em segmentos iguais a me n. 


Se AS é bissetriz interna do triángulo 
ABC, determine x e y. 






Se AP é bissetriz externa do trián- 
gulo ABC, determine x e y. 


. Deduza as fórmulas que dão as trés medianas m,, m, m, de um triángulo, em 


função dos lados a, b e c. 


Deduza as fórmulas que dão as trés alturas A,, h,, A. de um triángulo em fun- 
cào dos lados a, b e c. 


. Deduza as expressões que fornecem as bissetrizes internas s,, 5, e s, de um trián- 


gulo em funcáo dos lados a, b e c. 


Dados os três lados a, b e c de um triângulo, obtenha s;, Sh, Se, deduzindo as fór- 
mulas que fornecem as bissetrizes externas. 


CAPÍTULO XVI 






Polígonos 
' Regulares 


Conceitos e propriedades 


211. Definição 


Um polígono convexo é regular se, e somente se, tem todos os seus la- 
dos congruentes e todos os seus ângulos internos congruentes. 


A 





B G 


Assim, o triângulo equilátero é o triângulo regular e o quadrado é o 
quadrilátero regular. 


Um poligono regular é equilátero e equiângulo. 
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212. Propriedades 





Dividindo-se uma circunferéncia em n (n > 3) arcos congruentes, 
temos: 

a) todas as cordas determinadas por dois pontos de divisáo conse- 
cutivos, reunidas, formam um polígono regular de n lados inscrito na cir- 
cunferéncia; 


b) as tangentes tracadas pelos pontos de divisáo determinam um 
polígono regular de n lados circunscrito á circunferéncia. 


Demonstração 


1º) Da parte a) 





Sejam А, B, C, D, ..., Ме Nos n pontos de divisão da circunferência 
^. O polígono ABCD ... MN é de n lados e é inscrito, pois todos os vértices 
pertencem à circunferência À (tome o pentágono ABCDE para fixar as idéias). 

Sendo 


io O os O a „ы ——_ 


АВ = ВС = CD = DE =... = ММ = МА 
então 
АВ = ВС = CD=DE=..=MN=NA (1) 
pois, numa mesma circunferéncia, arcos congruentes subentendem cordas con- 
gruentes. 
Os ángulos А, B, C, D, ..., Me Ñ são congruentes (2) 


pois cada um deles é ángulo inscrito em A e tem por medida metade da soma 
de (n — 2) dos arcos congruentes em que À ficou dividida. 


De (1) e (2) concluímos que ABCD ... MN é um polígono regular de - 


n lados inscrito na circunferéncia A. 





POLÍGONOS REGULARES 


No caso do pentágono, por exemplo, temos: 


; Ве + Сә + БВ р CD+DE+ÉA 4 DE + БА + АВ 

А=-=%®”+ р. AA UA с. шшш т Enc. 
2 2 2 

бо EA + АЗ + E \ e. AB if CD 


2º) Da parte b) 





Pelos pontos de divisão A, B, C, D, ..., Me N conduzimos tangentes 
ал e obtemos o polígono A'B'C'D' ... M'N' de n lados e circunscrito a ^, pois 
todos os seus lados sáo tangentes à circunferéncia (tome o pentágono 
A'B'C'D'E' para fixar as idéias). 


Os triângulos A' AB, B' BC, C' CD, Р’ DE, ..., M MN e № NA são 

| — triângulos isósceles, pois cada um dos ángulos А, В, C, D, ..., 

M e N destes triângulos tem medida igual à metade da medida de uma das par- 

tes congruentes AB, BC, CD, DE, ..., MN, NA em que foi dividida a 
circunferência (são ángulos de segmento ou semi-inscritos) e 


— congruentes pelo caso ALA, visto que sendo ABCD ... MN um 


polígono regular (parte a), e os lados AB, BC, CD, ..., MN, NA destes triángulos 
sao congruentes. 


Da congruéncia dos triángulos decorre que 








А = Вес = б =. = М = К (1) 
е, рог soma conveniente, temos: 
AB =BC=CD' = a. = M'N = N'A’ (2) 


De (1) e (2) concluimos que ABCD ... MN é um polígono regular de 
n lados circunscrito à circunferéncia A. 
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213. Polígono regular é inscritível 


Todo polígono regular é inscritível numa circunferência. 
ou 


Dado um polígono regular, existe uma única circunferéncia que 
passa pelos seus vértices. 
Demonstracao 


Seja ABCD ... MN o polígono regular (tome o pentágono ABCDE para 
fixar as idéias). 





Pelos pontos A, B e C tracemos a circunferéncia À e seja O o seu centro. 
Provemos que À passa pelos demais vértices D, E, ..., Me М do polígono. 


Comecemos provando que D € A. 


Consideremos os triângulos OBA e OCD. Estes triângulos são congruen- 
tes pelo caso LAL, pois 

AB = CD (lados do polígono regular), OB = OC (raios da circunferén- 
cia) e considerando o triángulo isósceles BOC (ángulos da base congruentes) e, 
ainda, que os ángulos Be É do polígono são congruentes, por diferença decor- 
re que OBA = OCD. 


AOBA = AOCD => 0A=0D = ВЕ, 
De modo análogo temos que E € A (basta considerar A OCB e AODE ), 
..M€C€AheN€CD,eo polígono ABCD ... MN é inscrito na circunferência ^. 


Da unicidade da circunferéncia que passa por A, B e C sai a unicidade 
de A por A, B, C, D, ..., M, М. 
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214. Polígono regular é circunscritível 


Todo polígono regular é circunscritível a uma circunferência. 


ou 
Dado um polígono regular, existe uma única circunferéncia inscri- 
ta no polígono. 





Demonstração 





Seja ABCD ... MN o polígono regular. Em vista do teorema anterior, 
ele é inscrito numa circunferência ^. Seja O o centro dessa circunferência. 

Os lados AB, BC, CD, ..., MN, NA são cordas congruentes de À, por isso 
distam igualmente do centro O. 

Sendo A', B', C', D', ..., M', N' os respectivos pontos médios dos lados 
AB, BC, CD, ..., MN, NA, temos 


ОА’ = OB' = ОС' = OD =... = ОМ' = ОМ 
(distância do centro a cordas congruentes) 





donde se conclui que О é o centro de uma circunferência А que passa pelos 
pontas A, B, E, D,.. Men, 

E ainda, sendo 
OA’ 1 AB, ОВ’ 1 BC, OC 1 CD, Ор’ 1 DE; ..., OM' 1 MNeON' 1 NA, 
temos que ABCD ... MN tem lados tangentes a \'. 


Conclusáo: o polígono regular ABCD ... MN é circunscrito à circunfe- 
rência №. | 

Unicidade de №: se existisse outra circunferência inscrita no polígono 
ABCD ... MN, ela passaria pelos pontos A”, В”, C', ... e seria, então, coinci- 
dente com \'. 
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215. Nota 


As duas últimas propriedades (itens 213, 214) sáo recíprocas da primei- 
ra (item 212). 

As circunferéncias inscrita e circunscrita a um polígono regular sáo con- 
céntricas. 


216. Elementos notáveis 


Centro de um polígono regular é 
O centro comum das circunferéncias cir- 
cunscrita e inscrita. 

Apótema de um poligono regu- 
lar é o segmento com uma extremidade 
no centro e a outra no ponto médio de 
um lado. 

O apótema de um polígono regu- 
lar é o raio da circunferéncia inscrita. 





apótema 


217. Expressáo do ángulo céntrico 


| Todos os ángulos céntricos de um polígono regular (vértices no centro 
e lados passando por vértices consecutivos do polígono) sáo congruentes; en- 


táo a medida de cada um deles é dada por: 
1- 50" 4 retos 
n n 


E ou а, = 


c 


218. Diagonais pelo centro 
Se um polígono regular possui um nümero par de lados, ele possui dia- 


gonais passando pelo centro: sáo as que unem vértices opostos. Se ele possui 
um nümero ímpar de lados, nào há diagonais passando pelo centro. 
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685. Determine as medidas dos ángulos x, y e z nos casos: 


a) hexágono regular b) pentágono regular 





686. Na figura temos um triángulo equi- 687. Na figura, AB é lado do pentadecá- 


látero e um quadrado inscritos no gono regular e PQ o lado do hexá- 
mesmo círculo. Determine AÓP, gono regular, inscritos na mesma cir- 
sendo AB paralelo a PO. cunferéncia. Determine AQP, sendo 


AB e PQ paralelos. 





688. Determine o nümero de lados de um polígono regular convexo, cujos ángulos in- 
ternos medem 179º cada. 


689. Determine a medida do ángulo formado pelos prolongamentos dos lados АВ e CD, 
de um poligono ABCDE ... regular de 30 lados. 


690. Dados dois polígonos regulares, com (п + 1) lados e л lados, respectivamente, 
determine n, sabendo que o ángulo interno do primeiro polígono excede o ángulo 
interno do segundo em 5°. 
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691. 


692 


693 


694 


695 


696 


697 
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Solução 


Se a diferença dos ângulos internos é de 5º, a diferença entre o ângulo ex- 
terno do 2º polígono e o ângulo externo do 1º também é de 5º. Então: 


EN o 
SA ШЕ ж = 72(п+1)—72п=п(п+1) = nº+n-72=0 = 
n n+1 

=> (n=-9 ou n = 8) 


Resposta: n = 8. 


Quantas medidas, duas a duas diferentes, obtemos quando medimos as diago- 
nais de um: 

a) hexágono regular; 

b) octógono regular; 

c) decágono regular; 

d) dodecágono regular; 

e) heptágono regular; 

f) eneágono regular; 

g) polígono de n lados, para n sendo par; 

h) polígono de n lados, para n sendo ímpar. 


Ao medir as diagonais de um polígono regular foram encontradas 6 medidas, duas 
a duas diferentes. Determine a soma dos ángulos internos desse polígono. 


De um polígono regular ABCDE ... sabemos que o ángulo АСВ mede 10º. Quantas 
diagonais desse polígono nào passam pelo centro? 


O ángulo ADC de um polígono regular ABCDEF ... mede 30”. Determine a so- 
ma dos ángulos internos desse polígono. 


As mediatrizes dos lados AB e CD de um polígono regular ABCDEF ... formam 
um ángulo, que contém B e C, de 20?. Quantas diagonais desse polígono passam 
pelo centro? 


As bissetrizes dos ángulos internos Á e É de um polígono regular ABCDEFG ... 
sáo perpendiculares. Qual a soma dos ángulos internos desse polígono? 


As mediatrizes dos lados AB e DE de um polígono regular ABCDE ... formam 
um ángulo, que contém B, C e D e excede o ángulo externo desse polígono em 
20?. Quantas medidas, duas a duas diferentes, obtemos ao medir as diagonais 
desse polígono? 
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698. As retas que contém os lados AB e EF de um polígono regular ABCDEFG... 
formam um ángulo, que contém C e D e é o dobro do ángulo externo do polígo- 


699 


+ 


700. 


701. 


702. 


no. Quantas diagonais tem esse poligono? 


A diferença entre o número de lados de dois poligonos regulares é 4 e a diferença 
entre os seus ângulos externos é 3°. Determine o número de lados desses poligonos. 


Lembrando que no triângulo equilátero 
o ortocentro, o baricentro, o incentro 
(centro da circunferência inscrita) e o cir- 
cuncentro (centro da circunferência cir- 
cunscrita) são coincidentes e que o bari- 
centro divide a mediana em duas par- 


tes que medem T e + desta, sendo 


6 m o lado do triângulo equilátero, de- 
termine: 

a) a altura do triângulo; 

b) o raio R da circunscrita; 

c) o raio r da inscrita; 

d) o apótema do triângulo. 


Lembrando que no quadrado a diagonal 
passa pelo centro, sendo 8 m o lado do 
quadrado, determine: 

a) a diagonal; 

b) o raio R da circunscrita; 

c) o raio r da inscrita; 

d) o apótema do quadrado. 


Lembrando que no hexágono regular as 
diagonais maiores passam pelo centro e 
determinam nele 6 triângulos equiláteros, 
sendo 6m o lado do hexágono, de- 
termine: 

a) a diagonal maior; 

b) o raio R da circunscrita; 

c) o raio r da inscrita; 

d) a diagonal menor; 

e) o apótema do hexágono. 
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219. Cálculo de lado e apótema dos polígonos regulares 


Indicaremos por f£, a medida do lado do polígono regular de л lados e 
por a, a medida do apótema do polígono regular de n lados. 


Exemplo 





Problema 1. Dado o raio do círculo circunscrito, calcular o lado e o apó- 
tema do quadrado. 


Na figura, dado o R, calcular o ё, e o а,. 
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Problema 2. Dado o raio do círculo circunscrito, calcular o lado e o apó- 
tema do hexágono regular. 
Na figura, dado o R, calcular o f, e o as. 





Problema 3. Dado o raio do circulo, calcular o lado e o apótema do 
triángulo equilátero. 
Na figura, dado R, calcular o ё, e o a. 
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О é o baricentro do ДАВС = 2-a=R => |а, 


Note que, sendo BC = £,, então CD = l = Re AD é diâmetro. 


AACD, retângulo em C E Bp-QRP-R = | ё = R43 


= 5 
2 


Problema 4. Dado o raio do círculo circunscrito, calcular o lado do de- 


cágono regular. 


Na figura, dado o R, calcular o f. 
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Sendo AB = f, então АОВ = y 360° = 36° == А = 8 = 72º. 


Conduzindo BC, bissetriz de B, vem: 


АВАС é isósceles (À = C = 72º) = BC = bo. 
ACOB é isósceles (О = B = 36º) = ОС = BC = fe 


Então: OC = fa e CA = R- (4 = 
Aplicando o teorema da bissetriz interna (BC é bissetriz no AAOB), vem: 


Ho _ Rot — fio => (MM =RR=%4) => H,4-RQA-R^20 => 
R ho 
-к + /В2 + 4828 RIR 


2 2 


Desprezando а solucáo negativa que náo convém, temos: 


E 





POLÍGONOS REGULARES 


220. Nota: segmento áureo 





Definição 
x é a medida do segmento áureo a 
de um segmento de medida a se, e so- i | ie: 
mente se, sc — À 'O— 
X a-—x 
Ы un 
a X 


- > га à » А 3 А < 
А razão — é dita durea e х é também a medida do segmento maior da 
a 


secção áurea do segmento de medida a, ou apenas segmento áureo de a. 


De | = £ 2 obtemos x! + ax — a? = 0. 
a X 
| | А | 45 =1 
Resolvendo a equação, obtém-se x = E TÁ a. 
Em vista da definição e da dedução do problema 4, em que se tem 
to. 2 з= Es 
R bio 


concluímos que o ё, é o segmento áureo do raio. 


Problema 5. Dado o raio do circulo circunscrito, calcular o lado do pen- 
tágono regular. 


Dado А, calcular o [,. 
Inicialmente provaremos a seguinte propriedade: 


О £ é hipotenusa de um triângulo retângulo cujos catetos são o fj, e o 
lo (5, 6, бу relativos a um mesmo raio R). 
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Seja AB = fl, e na reta AB um ponto C tal que АС = R. 
Considerando a circunferência de centro А e raio R, o ângulo central 


Á = 72” faz corresponder OC = E | basta notar que 72º = T : 360°), 


Conduzindo por C a tangente CD à circunferência ^ de centro O e raio R, 
temos: 


Potência de C em relação a À: (Ср)? = (CA) x (CB) = 
t t 
R- R-i 


= (CD)? = R(R – £j) e ы LT t ha 


anterior 


Considerando o triángulo ODC, retángulo em D, temos: 
ОС = 0, = hipotenusa, CD = ё, = cateto e OD = В = {, = cateto 
Cálculo do £, 


Aplicando o teorema de Pitágoras, vem: 


Н=1+ 8 => g= R + (4551 в) => 






=> g = 10-25) — реи 


Problema 6. Deduzir a fórmula geral do apótema. Isto é, dados R e £,, 
calcular a,. 


ДАМО retângulo em M = а? = В? – : 


POLÍGONOS REGULARES 


Exemplo 
Para calcular o a, em função do raio R da circunferência circunscrita, 
basta substituir £, por fio (t == Hi, . R) 


E, assim procedendo, obtemos 





Analogamente, substituindo o £, por Ё (t = I 410 — 215) na expres- 
são de a, , obtemos: | 





Problema 7. Deduzir uma expressão que dá o 5, em função de f, e de 
R (raio da circunferéncia circunscrita). 

Usaremos o símbolo 5, para indicar o lado do polígono regular de 2n 
lados. 

Seo b éof,ob,6oR. 

Seo f éo k, о Ёё о f,,, e assim por diante. 

Notemos que de um modo geral temos: 


M LL 


"zn 





А АВС, retângulo em B, relações métricas => # = 2R(R — a,) 
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Substituindo q, por + v4R? — (2 (problema 6), vem: 


2R(R - > {482 – Э — % = R[2R — 482 – б — 


2 
En 


| 





Observação 


A expressão do £, nos indica que, sabendo o valor, por exemplo, do 


(,, pode-se obter o de f; com o de f em lugar do l, obtém-se o de 5,; com 
o de 5, em lugar do £,, obtém-se o de f, e assim por diante. 





703. 


704. 


705. 


706. 


707. 
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Nos exercícios a seguir, em geral não é necessário usar as fórmulas deduzidas 
neste capítulo e sim calcular os elementos pedidos com base num esboço de figu- 
ra, diagonal de quadrado e altura de triângulo equilátero. 


Determine o raio da circunferência circunscrita ao polígono regular de 72 т de 
lado nos casos: 

a) quadrado b) hexágono c) triângulo 

Determine o lado do polígono regular inscrito em uma circunferência de raio 6 m, 
nos casos: | 

a) quadrado b) hexágono c) triângulo 

Determine o apótema (ou raio da circunferência inscrita) do polígono regular de 
lado 6 m, nos casos: 


a) quadrado b) hexágono c) triângulo 
Determine o lado do polígono regular de 6 m de apótema nos casos: 
a) quadrado b) hexágono c) triângulo 


Determine o raio da circunferência inscrita no polígono regular, sabendo que o 
raio da circunscrita é 12 m, nos casos: 


a) quadrado b) hexágono c) triângulo 


POLÍGONOS REGULARES 


708. Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao polígono regular, sabendo que 
o raio da circunferéncia inscrita é 6 m, nos casos: 


a) quadrado b) hexágono c) triángulo 


709. Dado um triángulo equilátero de 6 cm de altura, calcule: 


a) o raio do círculo inscrito; C) o apótema; 
b) o lado; d) o raio do circulo circunscrito. 


710. No hexágono regular ABCDEF da figu- 
ra o lado mede 5 cm. Calcule: 
a) o apótema; 
b) o raio do circulo inscrito; 
c) a diagonal AC. 





711. Determine a razào entre o perímetro do quadrado inscrito em um circulo de raio 
R e o perímetro do quadrado circunscrito a esse mesmo circulo. 


712. Determine a relacào entre os raios de dois círculos, sabendo que no primeiro está 
inscrito um triángulo equilátero e no segundo está inscrito um quadrado, e que 
os perímetros do triángulo e do quadrado sáo iguais. 


713. Determine a razào entre o apótema do quadrado e o apótema de um hexágono 
regular, inscritos em um círculo de raio R. 


714. Dado o raio R de uma circunferéncia, calcule o lado e o apótema do octógono 
regular inscrito. 


715. Qual é a razào entre o perímetro de um triángulo equilátero com altura igual ao 
raio de um círculo para o perímetro do triángulo equilátero inscrito nesse circulo? 


716. Calcule a medida do segmento AV do triángulo isósceles BCA, circunscrito a uma 
circunferéncia de raio unitário, sabendo que o diámetro da circunferencia é igual 
ao segmento maior da seccào áurea da altura do triángulo BCA, sendo V o ponto 
médio da altura AM relativa à base. 


717. Se o raio de uma circunferéncia mede О 
2 m, determine o lado f do decágono re- 
gular inscrito nela. (Use os triángulos 
isósceles da figura e o teorema da bisse- 
triz interna.) 
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718. 


719, 
720. 


721. 
722. 


723. 


724. 


725. 


726. 
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Deduza a fórmula que dá o lado do decágono regular inscrito em um circulo de 
raio R. 


Usando o resultado do problema anterior, determine sen 18º. 


Sabendo que o lado do pentágono regular inscrito em um círculo é a hipotenusa 
de um triângulo retângulo cujos catetos são os lados do hexágono regular e do 
decágono regular inscritos no mesmo círculo, determine o lado do pentágono re- 
gular inscrito em um círculo de raio R. 


Usando o resultado do problema anterior, determine sen 36º. 


Determine cos 36º. 


Solucáo 


Considere um decágono regular inscri- 
to em uma circunferéncia de raio R. 
Note que o ángulo central ao qual es- 
tá oposto o f£, mede 36”. 
Aplicando a lei dos cossenos, temos: 
= R + В^—2КК 605.30" 
ic. 

R 
CM) 
6-25 

4 

6-25 = 8 — 8 cos 36º 
4 cos 36? — [5 + 1 


AS +1 


2R? – 2R?: cos 36? 


К^ 2R*—2R-^ cos 36º 





o = 
cos 36 4 
Sabendo que sen (90? — a) = cos o, determine: 
a) cos 72? b) cos 54? C) sen 54º 
Determine: 
a) sen 72? b) cos 18? 


Usando a lei dos cossenos, determine o lado do octógno regular inscrito em um 
círculo de raio R. 


Use a resposta do problema anterior e determine o raio do círculo circunscrito 
a um octógono regular de lado f£. 


127. 
728. 


729. 


731. 


732. 


POLÍGONOS REGULARES 


Determine as medidas das diagonais de um octógono regular de lado f. 


Na figura, temos um decágono regu- 
lar de lado f. Determine: 


a) o raio da circunferéncia circuns- 
crita; 

b) a diagonal AE; 

c) a diagonal AC; 

d) a diagonal AD. 





No triángulo da figura, determine x 730. No triángulo da figura, determine х 
em funcáo de a. em funcáo de a. 





Determine a diagonal de um pentágono regular de lado ?. 


Na figura temos um pentágono regu- 
lar de lado f£. 


a) Mostre que o pentágono sombrea- 
do é regular. 


b) Determine o lado do pentágono 
sombreado. 
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LEITURA 


Hilbert e a Formalizacáo da Geometria 
Hygino H. Domingues 


Somente na segunda metade do século XIX, portanto mais de dois 
milênios após a publicação dos Elementos, começam a surgir tentati- 
vas sérias de aprimorar, sob o ponto de vista de estruturação lógica, 
a geometria elementar de Euclides. Dois motivos principalmente atraí- 
ram a atenção de vários matemáticos nesse sentido: de um lado a preo- 
cupação generalizada com o rigor lógico que animou a matemática no 
século passado; de outro a descoberta das geometrias não euclidianas 
mostrando que Euclides, afinal, não era necessariamente o dono da 
verdade. 

O primeiro grande passo nesse sentido foi dado por Moritz Pasch 
(1843-1930) em suas Lições de Geometria, de 1882. Pasch observou que 
definições como a de ponto dada por Euclides (“Ponto é aquilo que 
não tem partes”) não encerram a questão. O que vêm a ser “partes”? 
E, para evitar a possibilidade de ocorrência de círculos viciosos ou do 
chamado regressus in infinitum, admitiu como primitivos (sem defini- 
ção) os conceitos de ponto, reta e plano — além do de congruência de 
segmentos, na primeira edição de seu livro. A caracterização desses con- 
ceitos era feita por meio de axiomas em cuja formulação Pasch admi- 
tia que a experiência tinha algum papel. Nas deduções subseqüentes, 
porém, de maneira nenhuma a intuição poderia intervir. 





David Hilbert (1862-1943). 


A despeito do trabalho notável de Pasch, a fundamentação mais 
feliz e de maior influência da geometria euclidiana é devida a David 
Hilbert (1862-1943). Hilbert nasceu na Prússia, perto de Kônigsberg, 
em cuja universidade ingressou em 1880, obtendo seu doutoramento 
cinco anos depois, sob a orientação de F. Lindemann (1852-1939). Pou- 
cos anos depois, em 1893, em carreira rápida e brilhante, sucedia seu 
ex-orientador como professor titular em Kônigsberg. Convidado por 
F. Klein (1849-1925), em 1895 transferiu-se para Góttingen, onde fi- 
cou até encerrar sua vida acadêmica em 1930. 

No inverno de 1898-1899, Hilbert proferiu uma série de confe- 
rências que marcariam sua abordagem axiomática da geometria eucli- 
diana. O material dessas conferências seria publicado ainda em 1899 
num pequeno texto (Fundamentos da Geometria) que, em edições pos- 
teriores, além de atualizações, recebeu vários apêndices. Na linha de 
Pasch, Hilbert toma como primitivos os conceitos de ponto, reta e pla- 
no, os quais considera interligados por três relações não definidas: '*es- 
tar em”, **entre" e ““congruéncia””. E os axiomas que embasam sua 
geometria sáo 21, divididos em cinco grupos: incidéncia, ordem, con- 
gruéncia, paralelismo e continuidade. Desde as primeiras linhas, Hil- 
bert busca salientar o caráter formal de sua geometria, procurando des- 
pojar de qualquer conteúdo material os entes com que lida. 

Com seu grande prestígio, a énfase de Hilbert no método axio- 
mático abstrato fez dele o principal representante do formalismo, cor- 
rente que procura afastar a matemática de qualquer conotacáo intuiti- 
va, concebendo-a tão-somente como a ciência das deduções formais. 
Nessas condições, para Hilbert e seus seguidores, torna-se vital a de- 
monstração da consistência (ausência de contradições) das axiomáti- 
cas formalizadas — como a da sua geometria, por exemplo. 

Em 1904, por intermédio da geometria analítica, Hilbert provou 
que a geometria é consistente se a ciência da aritmética é consistente. 
Na década de 20 criou a metamatemática, um método que pretendia 
estabelecer a consistência de qualquer sistema formal, baseado numa 
lógica supostamente acima de qualquer objeção. 

Em 1931, porém, o jovem lógico-matemático Kurt Gódel 
(1906-1978) provou que a consistência da aritmética não pode ser esta- 
belecida no âmbito da matemática. Esse resultado sem dúvida abalou 
fortemente o formalismo. Mas de maneira nenhuma tirou Hilbert do 
pedestal dos grandes matemáticos de todos os tempos. 
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CAPÍTULO XVII 





Comprimento da 
Circunferencia 





Conceitos e propriedades 


Neste capítulo daremos uma noção sobre o cálculo do perímetro do cir- 
culo e do comprimento da circunferéncia. 

Seráo citadas trés propriedades que nos conduziráo ao resultado visa- 
do. Não serão feitas demonstrações rigorosas de tais propriedades, porém fi- 
сага clara a percepção das conclusões, além da sequência lógica que se deve 
seguir. 


221. Propriedade 1 





“Dada uma circunferência qualquer, o perímetro de qualquer po- 
lígono convexo nela inscrito é menor que o perímetro de qualquer polígo- 


no a ela circunscrito.” 


Esta propriedade é geral, mas é suficiente trabalhar com polígonos re- 
gulares para percebê-la. 
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Seja uma circunferéncia de raio R. Consideremos um quadrado inscrito 
e o quadrado circunscrito correspondente. 








= 
| =. MAS ; 1 
Note que R42e E são lado e apótema do quadrado inscrito, enquanto 


2R e R são, respectivamente, lado e apótema do quadrado circunscrito. 
Sendo p, e P, os respectivos perímetros, temos p, < P,. 
Dobrando-se o número de lados (e isso é possível, vide fórmula do 6,), 
temos: 


pap e Р. < Р, eamda р, < p, P, <P 


Repetindo-se а operacáo acima, e ela pode ser repetida indefinidamen- 
te, temos: 


Di < Ps © Die E рь < e < Р» < Ра < Р, < Р, 


O resultado acima foi obtido iniciando-se com o quadrado. Trabalhando 
com polígono regular de n lados, temos resultado análogo, sendo bom notar que: 


P, e R perímetro e apótema do 
polígono circunscrito, e 

P, € 4, perímetro e apótema do 
polígono inscrito 
sao relacionados por semelhanca entre 
triángulos, como segue: 








(Notemos que, conhecendo p,, 
a, e R, calculamos Р,.) 
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Assim temos também: 
р < Pp < Pa < Pg <. < Pa “Pa < Py < Р, 


De um modo geral, mantendo constante a circunferéncia, aumentando- 
se o número de lados, o perímetro dos polígonos regulares inscritos (p,) cres- 
ce enquanto o perímetro dos polígonos regulares circunscritos (P,) decresce, 
permanecendo sempre p, < P,. A figura a seguir ilustra esse fato. 


Ps | | | | | | 
Resumo | | | | | 
P3 Pa Ps Ре Ps Ps Pa P3 
| CHEN QNS des anco лын aid o 
———— =—— a — шшш a AA aM 
CRESCE DECRESCE 


222. Propriedade 2 








“Dada uma circunferência qualquer e fixado um segmento k, ar- 
bitrário, podem-se construir dois polígonos, um inscrito e outro circuns- 
crito à circunferéncia, tais que a diferenca entre seus perímetros seja me- 
nor que o segmento k fixado.”” 


Esta propriedade é geral mas pode ser *““percebida”” através de polígo- 
nos regulares, com mais de quatro lados, como segue: 


Sejam: 

p, € 4,, perímetro e apótema do inscrito 

P, e R, perímetro e apótema do circunscrito 
Conforme já vimos, pela semelhanga sai: 
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Com propriedades de proporções, vem: 
Prop, _ К-а, P, 
P. R R 


Mas, para todo n maior que 4, temos: 





(R—a,) 


= P,-P, = 


P. < P, portanto, P, < SR 


e, daí, vem: 





Aumentando-se indefinidamente o nümero de lados (dobrando-se, por 
exemplo), a diferenca R — a, tende para o segmento nulo. Entáo, 


P,—p, < К, sendo К fixado. 


Pa Pa Ps Рв Pa Ps Pa Pa 
k 
—M— — UU 


223. Nota 


As duas propriedades vistas, aliadas ao postulado da continuidade, tra- 
duzem o enunciado: 


“Dada uma circunferência qualquer, existe um único segmento que 
é maior que o perímetro de qualquer dos polígonos convexos inscritos e 


menor que o perímetro de qualquer dos polígonos circunscritos a essa cir- 
cunferéncia””. 





224. Definições 


а) Dada uma circunferência, o segmento maior que os perímetros de to- 
dos os polígonos convexos inscritos e menor que os perímetros de todos os po- 
lígonos circunscritos é chamado segmento retificante da circunferência, ou cir- 
cunferência retificada ou ainda perímetro do círculo definido pela circunferência. 
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circunferéncia retificada 


b) O comprimento do segmento retificante da circunferéncia, ou circun- 
feréncia retificada ou perímetro do círculo, é chamado comprimento da cir- 
cunferéncia. 


225. Propriedade 3 


“A razão entre o perímetro do círculo e seu diámetro é um núme- | 
ro constante representado por т.’ 








^. 


Sejam duas circunferências de comprimento C e C' e raios Re R’, res- 
pectivamente, e consideremos polígonos regulares de mesmo número de lados 
inscritos e circunscritos nessas circunferências. 

Com a nomenclatura usada até aqui e graças à semelhança entre os po- 
lígonos, vem: 

P R " E. E 


r rer 
ал — 


KE X ES 2 





Devido às propriedades anteriores, vem: 
BD. БР е = wg. 
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Donde: 
р, С Р, E A 
< — < | - < —— € 
8 ^ 2R ^2R  2R' ^2R OR 
Logo: 
EIE e 
28 28 


Chamando essa razáo de т, vem: 





226. Observação 


Para se ter uma nocáo do número 7 é só analisar a tabela abaixo. 


n — número de lados de um 
polígono regular 

P. — perímetro dos circunscritos 

p, — perímetro dos inscritos 

R — raio da circunferência 





Observe, pela tabela, como vai “nascendo” o número т. 


Pela tabela chegamos até | 3,141 | 45 < т < | 3,141 | 88 


Pode-se pensar que a tabela acima foi obtida usando o fato de que, sa- 
bendo o £, pela fórmula do 5,, sabe-se o f,,; sabendo-se о f,,, sabe-se o &,, е 
assim sucessivamente. 

Note que conforme se aumenta o número de lados obtém-se valores apro- 
ximados de v com maior precisáo (vào surgindo os algarismos do número 7). 
Com um polígono de 192 lados, chegamos a 4 algarismos do número т. 

Por ser útil, temos: 


x = 3,1415926535... L — 0,3183098861... 


227. Comprimento de um arco de circunferéncia 





COMPRIMENTO DA CIRCUNFERÉNCIA 


Para « em graus 

















360º rá 
a? [ 
Para œ em radianos 
2T rad 27R | 
f = | 
a rad f | m 





Em particular, numa circunferéncia de raio unitário, o comprimento de 
um arco é numericamente igual à sua medida em radianos. 


228. Observacao 
1 radiano 
Chama-se radiano (rad) todo ar- 
co de circunferéncia cujo comprimento 
é igual ao comprimento do raio da cir- 
cunferéncia que o contém. 


Numa circunferência (comprimento = 27R) há 27 radianos e por con- 
seguinte: 


| rad = 200 = 180° x = 180° x 0,31831 = 57°17'38,4...7 
Т T 


EXERCÍCIOS 





733. Determine o comprimento da circunferéncia nos casos: 
a) b) С) 
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734. Determine o comprimento do arco menor AB, dado o raio de 90 cm e o ángulo 
central correspondente, nos casos: 


a) b) c) 





735. Determine o comprimento da linha cheia nos casos (os arcos sáo centrados em 


O,, O, е О): 


а) b) AO,B é triángulo equilátero de 
12 cm de lado 





736. Determine o perímetro da figura sombreada nos casos: 


a) Os arcos têm raios de 12 т e b) ABCD é um quadrado de 48 m 
sáo centrados em A, B e C. de lado e os arcos sáo centrados 
em A, B, Ce D. 
A 
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737. Se os ângulos de vértices O,, О,, O, O, e O, medem, respectivamente, 90º, 72º, 
135º, 120º e 105º e os raios das circunferências de centros nestes vértices medem, 
respectivamente, 18 cm, 35 cm, 24 cm, 36 cm e 48 cm, determine o comprimen- 
to da linha cheia AB. 


O, 2 y 
t g 
a 
ÁN / ^ 
^ " ^ 
Ars ж k / 3 
F d x І » 
= = 
e ,* Br TET - T : a" 0, 
` PF 1 ` Ы \ * 
^ ^ \ ^ 
e \ Р 
О y \ , 
1 ^ 
а. _ 1 a^ 
O, `~- xz" X 
шы =” A \ 
t = І 
: O, | 
і" 
` É 
wW ^ 
“ $ 


738. O tragado de uma pista representada 
na figura ao lado é composto dos ar- 
cos de circunferéncias AB, BC, CDe 
DA, centrados respectivamente em 
O,, О,, O, e O,. Se os triángulos 
О,О,О; e 0,0,0, são equiláteros de 
60 m de lado e AB = 120,3 m, de- 
termine o comprimento da pista. 





739. Um círculo tem 4 cm de raio. Calcule o comprimento de sua circunferéncia. 


740. Déoraio de uma circunferência cujo comprimento é igual ao de uma semicircun- 
feréncia de 5 cm de raio. 


741. O comprimento de uma circunferéncia é de /2,56 cm aproximadamente. Calcule 
o raio. Adote т com duas casas decimais. 


742. O comprimento de uma circunferência é de 127 cm. Determine o raio de outra 
circunferência cujo comprimento é a quarta parte da primeira. 
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743. 


744. 


745. 


746. 


747. 


748. 


749. 


750. 


751. 


752. 


753. 


754. 


755. 


COMPRIMENTO DA CIRCUNFERÉNCIA 


Dada uma circunferéncia de diámetro d, calcule o comprimento de um arco cujo 
ángulo central correspondente é: 


a) 30? c) 60º e) 120? g) 150? 

b) 45º d) 90? f) 135º 

Se o raio de uma circunferência aumenta / т, quanto aumenta o comprimento? 
Aumentando em 2 m o raio de uma circunferência, em quanto aumentará o seu 


comprimento? O que ocorre com o comprimento se o raio for aumentado em 3 т? 
E se o raio for aumentado a metros? 


A circunferência C,, de raio К, e perímetro p, = 10º, é concêntrica à circunfe- 
rência C,, de raio R, e perímetro р, = 1 + 10º. Calcule А, — R}. 


Duplicando o raio de uma circunferéncia, o que ocorre com seu comprimento? 


Um arco de comprimento 27R de uma circunferência de raio 2R subentende um 
arco de quantos graus? 


Quanto aumenta o raio de uma circunferência quando seu comprimento aumen- 
ta 5 metros? 


Em quanto aumenta o comprimento de uma circunferéncia cujo raio sofreu um 
aumento de 50%? 


Determine o ángulo que subentende um arco de 2 cm de comprimento numa cir- 
cunferéncia de / cm de raio. 


Se o raio de um círculo aumenta em k unidades, o que ocorre com o comprimen- 
to da circunferéncia? 


Um arco de circunferência de comprimento 27R, de uma circunferência de raio 
G, que ángulo central subentende? 


As rodas de um automóvel tém 32 cm de raio. Que distáncia percorreu o auto- 
móvel depois que cada roda deu 8 000 voltas? 


Solução 


c=21R => c=27:32 = 64x 
d=8000c => а = 8 000 x 64r => d = 512 0007 
Resposta: 512 000 т cm = 16 085 m. 


Uma pista circular foi construída por duas circunferéncias concéntricas, cujos com- 
primentos são de 7 500 me 1 200 m aproximadamente. Quanto mede sua largura? 


297 


COMPRIMENTO DA CIRCUNFERÉNCIA 


756. 


757. 


758. 


759. 


760. 


761. 


762. 


763. 


764. 


765. 


766. 


767. 
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Um ciclista percorreu 26 km em 1 he 50 minutos. Se as rodas da bicicleta tém 
40 cm de raio, quantas voltas aproximadamente deu cada roda e quantas por 
minuto? 


As rodas dianteiras de um carro têm / m de raio e dão 25 voltas ao mesmo tempo 
em que as traseiras dào 20 voltas. Calcule o raio das rodas traseiras e quanto per- 
correu o carro depois que as rodas dianteiras deram 700 voltas cada uma. 


Os ponteiros de um relógio medem / cm e 1,5 cm, respectivamente. А circunfe- 
réncia descrita pelo ponteiro maior tem comprimento maior que a circunferéncia 
descrita pelo ponteiro menor. Determine essa diferenca. 


Um menino brinca com um aro de 7 т de diámetro. Que distância percorreu о 
menino ao dar /00 voltas com o aro? 


Um carpinteiro vai construir uma mesa redonda para acomodar 6 pessoas senta- 
das ao seu redor. Determine o diámetro dessa mesa para que cada pessoa possa 
dispor de um arco de 50 cm na mesa. 


As rodas dianteiras de um caminháo tém 50 cm de raio e dáo 25 voltas no mesmo 
tempo em que as rodas traseiras dào 20 voltas. Determine o diámetro das rodas 
traseiras. 


Uma pista circular está limitada por duas circunferéncias concéntricas cujos com- 
primentos valem, respectivamente, 3 000 m e 2 400 m. Determine a largura da 
pista. 


Para ir de um ponto 4 a um ponto B posso percorrer a semicircunferéncia de 
diámetro AB e centro O. Se percorrer as duas semicircunferéncias de diámetros 
AO e OB, terei percorrido um caminho maior ou menor? 


Quantas voltas dá uma das rodas de um carro num percurso de 60 km, sabendo 
que o diámetro dessa roda é igual a 7,20 m? 


Uma corda determina em um círculo um arco que mede 80º. Sendo 20 cm o com- 
primento desse arco, determine a medida do raio desse círculo. 


O comprimento de um arco AB é 1 cm, o ángulo central do setor circular delimi- 
tado por esse arco mede 60?. Determine o raio do círculo ao qual pertence esse 
setor. 


Na figura ao lado, calcule a medida do 
ángulo c central о, sabendo que os arcos 


AB e CD medem respectivamente 700 cm 
e 80 cm, e que CA = DB = 25 cm. 


Os arcos ÁB e CD sào centrados em O. 





768. 


769. 


770. 


771. 


772. 


773. 


775. 
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Num círculo uma corda de 3 cm dista 2 cm do centro. Calcule o comprimento 
da circunferéncia. 


Determine o comprimento de uma circunferéncia circunscrita a um quadrado de 
4 cm de lado. 


Uma corda AB, distando 3 cm do centro de um círculo de diámetro 12 cm, determi- 
na nesse circulo dois arcos. Determine a razáo entre a medida do maior e a do 
menor arco desse circulo. 


Calcule o comprimento de uma circunferência inscrita em um quadrado de 10 cm 
de diagonal. 


O comprimento de uma circunferência é de 87 cm. Determine o raio da circunfe- 
réncia e o perímetro do quadrado inscrito. 


Na figura abaixo, os três círculos 774. Na figura ao lado, determine o com- 


tém mesmo raio r igual a 70 cm. De- primento da corrente que envolve as 
termine o comprimento da correia duas rodas, sabendo que o raio da 
que envolve os trés círculos. roda menor mede 2 cm e o raio da 


roda maior 4 cm e a distáncia entre 
os centros das duas rodas mede 
12 cm. 





Sejam um círculo c de centro O, de 
raio R = 1, diámetro AA’ e a tan- 
gente fem A ao círculo c. AB sendo 
um lado do hexágono regular inscri- 
to em c, a mediatriz de AB corta a 
reta em C. Construamos sobre го 
segmento CD = 3R. Mostre que o 
comprimento A'D é um valor apro- 
ximado de 7. 
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CAPÍTULO XVIII 









Equivaléncia 
Plana 





I. Definicoes 


229. Polígonos contíguos ou adjacentes 


Dois polígonos sào chamados contíguos ou adjacentes quando tém em 
comum somente pontos de seus contornos. 





ABC e DEFG sào contiguos. RST e UVX Y nào sáo contiguos. 


Neste capitulo estamos considerando como polígono toda a regiáo do 
plano também chamada de região poligonal. 
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230. Soma de polígonos 
1. Soma de polígonos contíguos 


Chama-se soma de dois polígonos contíguos a superfície constituída pe- 
los pontos desses polígonos comuns e os não comuns a eles. 





Temos, então: 4 e B contíguos. 

XE(A+B) <> (хЄ А ou х Є B),ouainda,A + В = А О В 
2. Soma de dois polígonos quaisquer 

Soma de dois poligonos quaisquer, A e B, é definida como sendo a so- 


ma dos polígonos contiguos А’ e В’ em que А’ é congruente a А e B’ é con- 
gruente a B. 


A” = А 
В' = E 
A + В) = (A' + B) 


I > 


: congruente 





231. Equivaléncia entre polígonos 


Dois polígonos são chamados equivalentes ou equicompostos se, e so- 
mente se, forem somas de igual número de polígonos dois a dois congruentes 
entre si. 

Em símbolos: 
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Notemos que A e B são somas de n polígonos e que cada polígono-parcela 
Г, de A é congruente a um polígono-parcela S; de B e reciprocamente. 
O símbolo = está sendo usado para a equivaléncia. 





T = 55, Т, = S, Т; = S, Т, = 5, 
А = T+ T;+ ТР E 
Ho S 05, 45335, 


Por extensáo, dois polígonos congruentes sáo equivalentes. 


232. Propriedades 


1) Reflexiva: A 
2) Simétrica: A = 
A 
B 


| 


3) Transitiva: 


4) Uniforme: 


**Somas de polígonos 
equivalentes entre si."' 


Em símbolos: 
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5) Disjuntiva — postulado de De Zolt 
“Um polígono, que é soma de dois ou mais outros, nào é equivalente 
a nenhuma das parcelas.” 


Exemplo 





A=B+C => AXxBeAZC 


233. Notas 


12) As propriedades /, 2, 3 е 4 são de demonstrações imediatas em vista 
da definição de equivalência. 

2º) A propriedade 5 não tem demonstração (é postulado) e também po- 
de ser colocada como segue: 

Dados dois polígonos P e Q quaisquer, de três possibilidades ocorre uma 
(e uma só): 

ou P é equivalente a O: P = Q; 

ou O é equivalente a uma parte de P: 

P — P, + P, e P. = О); 
ou Р ё equivalente a uma parte de О: 


О = 9, +Q, е0, =P 


Il. Reducáo de polígonos por equivaléncia 


234. Teorema 
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Demonstracáo 
Sem perda de generalidade, consideremos os paralelogramos ABCD e 


ABC'D' com base AB e com alturas congruentes. 
Podem-se apresentar trés casos: 
1? caso: CD e C'D' tém um segmento comum 
I = II] 
ES 
П = П | 


(I 4 ID) = (II + Ш) 
y | 
ABCD = ABC'D' 





2? caso: CD e C'D' tém só um 
ponto comum 
I ^t 
H= 
(I + II) = (II + Ш) 


i i 
ABCD = ABC'D' 





3? caso: CD e C'D' nào tém ponto comum 





Por aplicacáo dos casos anteriores, da propriedade transitiva e do pos- 
tulado de Arquimedes: 

“dados dois segmentos, existe sempre um múltiplo de um deles que su- 
pera o outro”, 


temos: 
ABC'D' = ABC"D'" =... = ABCD => ABCD = ABC'D' 


EQUIVALÉNCIA PLANA 


235. Nota 


Devido ao teorema acima, temos em particular que: 


““Todo paralelogramo é equivalente a um retângulo de base e altura res- 
pectivamente congruentes ás do paralelogramo””. 





Demonstração 


Pelo ponto médio E de AB con- | 
duzimos ED paralela a BC e completa- ni 
mos o paralelogramo BCDE. 

[= ay | 
II = II B 
(I + ID = (II + II) => ABC = BCDE 


+ 





237. Nota 


Em vista do resultado acima e do anterior temos em particular que: 
“Dois triângulos de bases e alturas ordenadamente congruentes são equi- 
valentes”. 


AV,V,V, = AV,V'V, 
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238. Teorema 


“Dado um polígono convexo com n lados (n > 3), existe um polígono 
convexo com (n — 1) lados que lhe é equivalente. 

Seja dado o polígono Pol (V,V,V,V, ... V,) e seja V” a interseção da 
reta V,V, com a reta paralela a V,V, por V,. 





Pol (V,V,V,V, ... V,) = AV,V,V, + Pol (V,V,V, ... У.) 
Pol (V,V'V,... V) = AV,V'V, + Pol (V,V,V, ... У.) 
= Pol (V,V,V,V, ... V,) = Pol (V,V'V, ... У.) 

p ——— у. ai | 


п lados (п — 1) lados 


239. Nota 


Em vista dos itens 234, 236 e 238, podemos reduzir por equivaléncia um 
polígono de n lados (n > 3) aum triángulo equivalente, este a um paralelogra- 
mo equivalente e este a um retángulo equivalente. Entáo, vale: 


“Todo polígono é equivalente a um retângulo”. 


240. Relação de Pitágoras por equivalência 


Consideremos um triângulo retângulo ABC de hipotenusa a e catetos 
bec. 

O quadrado BCDE de lado a é o quadrado construído sobre a hipote- 
nusa (ou o quadrado da hipotenusa) e os quadrados ABRS de lado c e ACVU 
de lado 5 sào os quadrados construídos sobre os catetos (ou os quadrados dos 
catetos) (figura 1). 
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figura 1 figura 2 





Agora consideremos as construções auxiliares da figura 2. Devemos no- 
tar que: 

BCDE é o quadrado de lado a. 

AABC, AFCD, AGED e AIBE sáo triángulos congruentes entre si que 
vamos chamar de T. 

ACFH é um quadrado de lado b congruente ao quadrado ACVU. 

EIHG é um quadrado de lado c congruente ao quadrado ABRS. 

BCFGE € um polígono que vamos chamar de P. 


Analisando o quadrado BCDE (figura 3) e a reuniáo dos quadrados 
ACFH e HGEI (figura 4), temos: 


figura 3 figura 4 





BCDE 
ACFH + EIHG 


dii mà BCDE = ACFH + EIHG 


P + 2T 
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Dada a congruéncia dos quadrados, temos, entáo: 
BCDE = ACVU + ABRS 


Ou seja: 


“O quadrado construído sobre a hipotenusa é equivalente à soma dos 
quadrados construídos sobre os catetos.” 


Ou ainda: 


“O quadrado da hipotenusa é equivalente à soma dos quadrados dos 
catetos””. 





EXERCÍCIOS 





776. Determine em cada caso quais figuras são equivalentes: 


a) HH 
LLI Lass LI 124 E € 
"ИТШ E o ШШШ ш р 
"И-ИИ | 


b) 


c) 


d) 


e PRI 
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777. Se G éo baricentro de um triángulo ABC, então os triángulos GAB, GAC e GBC 
sáo equivalentes. 


Solucáo 





Consideremos a mediana AM. Por terem bases congruentes e mesma altura, 
sáo equivalentes os triángulos ABM e ACM e pelo mesmo motivo também 
o sáo os triángulos GBM e GCM. 

AABM = AACM => AGAB + AGBM = AGAC + AGCM => 

=> AGAB = AGAC 

Analogamente sai AGAB = AGBC. 

Daí vem AGAB = AGAC = AGBC. 


778. Por que são equivalentes os três 779 Os dois triângulos da figura abaixo 
triângulos da figura abaixo? são equivalentes? Em caso afirma- 
tivo, por quê? 


| EN 1 


Iw 
PRESO PIE: 
AVANCE 





780. Na figura abaixo, o triángulo éequi- 781. O quadrado e o triángulo da figura 
valente ao retángulo? Em caso afir- abaixo sáo equivalentes? Por qué? 
mativo, por qué? 
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782. 


783. 


784. 


785. 


786. 


787. 


788. 


789. 
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Os quatro triángulos da figura ao la- 
do sáo equivalentes? Por qué? 


a | 


Р 





Se reduzirmos а metade а base de um triángulo, о que ocorrerá com а altura рага 
que tenhamos triángulos equivalentes? 


Qual a relacáo entre os retángulos 
hachurados da figura ao lado, se por 
um ponto P sobre a diagonal traca- 
mos segmentos paralelos aos lados 
do retângulo ABCD? 





Por um ponto de uma diagonal de um paralelogramo traçam-se paralelas aos la- 
dos. Prove que dois dos paralelogramos que se obtêm são equivalentes. 


O pentágono ABCDE e o quadrilá- 
tero FEDC da figura ao lado são 
equivalentes? Por quê? 





C 
Como deveriamos proceder para transformar um polígono convexo de 700 lados 


em um triángulo equivalente? 


Construa um polígono convexo de (n — 1) lados, equivalente a um polígono con- 
vexo de n lados (n > 3). 


Diga que relação há entre P, Р, e P}. 





EQUIVALÉNCIA PLANA 


790. Os quadriláteros ABCD e A'B'C'D' sáo retángulos. Mostre que, se os triángulos 
PAB e P'A'B' são equivalentes, então os retângulos também são equivalentes. 





B A 


791. Foram construídos dois quadrados, um 
sobre a hipotenusa e outro sobre um ca- 
teto de um triángulo retángulo, como 
mostra a figura. Prove que o quadrado 
e o retángulo sombreados sáo equiva- 
lentes. 





792. Usando o exercício anterior, prove que **o quadrado construído sobre a hipote- 
nusa é equivalente á soma dos quadrados construídos sobre os catetos”” (relacáo 
de Pitágoras). 


CAPÍTULO XIX 


Áreas de 
Superficies Planas 





I. Áreas de superfícies planas 


241. Definicáo 


Área de uma superfície limitada é um número real positivo associado 
à superfície de forma tal que: 

1?) As superfícies equivalentes estáo associadas áreas iguais (números 
iguais) e reciprocamente. 

A = В © (Área de A = Área de B) 

2?) A uma soma de superfícies está associada uma área (nümero) que 
é a soma das áreas das superfícies parcelas. 

(C = A + B) => (Área de C = Área de A + Área de B) 

3?) Se uma superfície está con- 
tida em outra, entáo sua área é menor 
(ou igual) que a área da outra. 





BCA => Áreade B € Área de A 
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242. Razão entre retângulos 


a) Teorema 


“А razão entre dois retângulos de bases congruentes (ou alturas 





congruentes) é igual à razão entre suas alturas (ou bases).” 





Hipótese Tese 
К (5h) o E - dy 
R, (b, h») R, h, 
Demonstração 


1° caso: h, е h, são comensuráveis 





M=q-:x h, q 
Construindo os retângulos X(b, x), temos: 

n ду Ж ш EUR 

R-q-X К, d 


De (1) e (2) vem: 
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2º caso: А, e A, são incomensuráveis 


7——».| 
ы 





Então, nào existe segmento submúltiplo comum de A, e As. 
Tomemos um segmento y submúltiplo de А, (y **cabe'"" um certo núme- 
ro Inteiro л de vezes em А,, isto é, A, = ny). 


Por serem A, e A, incomensuráveis, marcando sucessivamente y em A,, 
temos que, para um certo número inteiro m de vezes: 


my < h, < (m + 1)у 


Operando com as relações acima, vem: 


my«msmeDoy MA (3) 

D-y-—-h,-n-y n h, n 
Construindo os retángulos Y(b, y), temos: 

A £o їй oo Ry m 4 1 | 


Ora, sendo y submúltiplo de h,, pode variar; dividindo y aumentamos 
n e nestas condicoes, 


n n 


m m + 1 
Ee sium c 


formam um par de classes contíguas que definem um único número real, que é 


2- pela expressão (3) e é ut pela expressão (4). 
2 Eua 


Como esse número é único, então: 
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b) Teorema 








Hipótese Tese 
vwd _ к bh 
К, (b; hj), R; b, Hh 





Demonstracao 


Construamos um retángulo auxi- 
liar R(b,, h;). Aplicando duas vezes о 
teorema anterior, vem: 











ROS 
NNI HD b ha 
R E b, К, b, h, 
R, b; 


Il. Áreas de polígonos 


243. Retángulo 


Dado o retângulo R(5, A) e fixado o quadrado Q(/, 7) como unitário, 
temos: 


Área do retángulo R(b, h) = 
R(b, h) 
= А "EN. ЕЕ, ШЫ DR 
* . QU, 1) 
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Em vista do item 242, vem 


ds Lx E > | L — А, = (medida de b) - (medida de h) 


que será representada simplesmente por: 





244. Quadrado 


Dado um quadrado de lado a, 
Ofa, а), temos: 


А, = а:а => 





pois o quadrado é um retángulo par- 
ticular. 


245. Paralelogramo 


Dado o paralelogramo P(b, h), conforme vimos no item 235, ele é equi- 
valente a um retângulo cuja base mede b e altura mede A. Logo: 
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246. Triángulo 


Dado o triángulo 7(b, A), conforme vimos no item 235, ele é equivalente 


a um paralelogramo cuja base mede b e altura mede A Logo: 


н 5 





plu e 


Ат e Autora > Ar = р: 





Nota 


Área do triángulo equilátero de lado a. Um triángulo equilátero de lado 


343 
a tem altura h = À 





e sua área S é então: 





= 
5 = 5-а; zl x; 





247. Trapézio 

Dado o trapézio T,, (b,, b,, h), ele é a soma de dois triángulos T, (b,, A) 
e T, (b, h) 
D; 


| 
| 


|а 4 
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248. Losango 


Dado o losango L(d,, d,), conduzimos as diagonais e, pelos vértices, as 
paralelas às diagonais. 


— + A 
мз 





pas — 





Á E — 28 triángulos) 
a Aa triángulos) ^ > 


Nota 


O losango é paralelogramo e por- 
tanto sua área também é dada por: 


249. Polígono regular 


Sendo: 

n = número de lados 

m = medida do apótema 
? = medida do lado 

p = semiperímetro 





Seja um polígono regular de n lados de medidas iguais a f e de apótema 
de medida т. 
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Podemos decompor esse polígono em 7 triángulos de base fe altura m. 


Entào: 
2p 
Api = п + Ar ev d 
nn A A т 
Ат = E 





2 


Sendo п. f = 2p (perímetro), vem: 
2 pm 


À pol = > 





Nota 

Área de um hexágono regular de lado a. 

Um hexágono regular de lado a é a reuniáo de 6 triángulos equiláteros 
de lado q. 


2 (4 
Sendo 5 = 2 LE 





a área do triángulo, temos: 


Piesigoas = 6 А S — Ае - 6 É a s 





793. Determine a área dos polígonos nos casos abaixo, sendo o metro a unidade das 
medidas indicadas. 


a) quadrado b) retângulo c) paralelogramo 
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d) losango e) quadrado f) losango 





j) k) |) 


10 





794. A área do polígono é dada entre parênteses, em cada caso. Determine x. 
a) quadrado (36 т?) b) quadrado (50 m?) c) retângulo (24 m?) 





x 
x 
х + 2 
а) trapézio (10 т?) е) trapézio (18 m?) f) paralelogramo (32 m?) 
x42 x +2 
x x 





6 x+4 
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795. Na figura temos um quadrado ABCD ins- P 
crito no triángulo POR. Se QC é igual ao 
lado do quadrado, RD = 3 т, a altura, A B 
relativa a AB, do triángulo PAB é igual 
a 4 m e a área do triángulo POR é de 
75 m^. Determine o lado do quadrado. 


796. Determine a área do retángulo nos casos a seguir, sendo a unidade das medidas 
o metro. 
) c) 


a) b 
ES em 
| 15 A | 


797. Determine a área do paralelogramo nos casos a seguir, sendo o metro а unidade 
das medidas. 


a) b) c) 








798. Determine a área do triângulo nos casos a seguir, sendo o metro a unidade das 
medidas. 


a) b) c) 
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g) h) i) 





799. Determine a área do losango nos casos a seguir, sendo o metro a unidade das 
medidas indicadas. 


a) b) c) 





800. Determine a área do trapézio nos casos a seguir, sendo o metro a unidade das 
medidas indicadas. 


a) b) с) 





801. Determine a área de um trapézio isósceles com bases de 4 m e 16 m e perímetro 
de 40 m. 
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802. Mostre que a área de um quadrilátero de diagonais perpendiculares, que medem 


ае b, é dada por >. 


Solucáo 





Como a área do quadrilátero é igual 
а soma das áreas dos triángulos e 
h, + h, = a, temos: 


803. Determine a área do quadrilátero nos casos a seguir, sendo o metro a unidade 


804. 


805. 


808. 


das medidas indicadas. 


a) 





b) 





A área de um retângulo ё 40 ст? e sua base excede em 6 cm sua altura. Deter- 


mine a altura do retângulo, 


Um retângulo tem 24 ст? de área e 20 cm de perímetro. Determine suas di- 


mensões. 


do 72 cm? sua área. 


- A base de um retángulo é o dobro de sua altura. Determine suas dimensóes, sen- 


As bases de um trapézio isósceles medem, respectivamente, 4 cm e 12 cm. Deter- 
mine a área desse trapézio, sabendo que o semiperímetro do trapézio é igual a 


13 cm. 


Uma das bases de um trapézio excede a outra em 4 cm. Determine as medidas 
dessas bases, sendo 40 ст? a área do trapézio e 5 cm a altura. 
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809. 


810. 


811. 


812. 


813. 


814. 


815. 


816. 


817. 


818. 


819. 


820. 
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As diagonais de um losango estáo entre si como =. Determine a área desse losango, 


sabendo que a soma de suas diagonais é igual ao perímetro de um quadrado de 
81 cm? de área. 


O perímetro de um losango é de 60 cm. Calcule a medida de sua área, sabendo 
que a sua diagonal maior vale o triplo da menor. 


Determine a área de um losango, sendo 120 cm o seu perímetro e 36 cm a medida 
da sua diagonal menor. 


Com uma corda de 40 m de comprimento construímos um quadrado e com a mes- 
ma corda construímos depois um trapézio isósceles cuja base maior é o dobro 
da menor e cujos lados oblíquos tàm medidas iguais à base menor. Determine 
a razáo entre a área do quadrado e a área do trapézio. 


Determine o lado de um quadrado, sabendo que, se aumentamos seu lado em 
2 cm, sua área aumenta em 36 cm”. 


Determine a área de um quadrado cujo perímetro é igual ao perímetro de um re- 
tángulo cuja base excede em 3 cm a altura, sendo 66 cm a soma do dobro da base 
com o triplo da altura. 


Um quadrado e um losango tém o mesmo perímetro. Determine a razáo entre 
a área do quadrado e do losango, sabendo que as diagonais do losango estáo 


entre si como = e que a diferença entre elas é igual a 40 cm. 


Determine a área de um retângulo em função de sua diagonal d, sabendo que 
a diagonal é o triplo de sua altura. 





- Lon | . a? 13 
Mostre que a área de um triángulo equilátero de lado a é dada por A = 1 
Determine a área de um triángulo equilátero com: 
a) perímetro de 30 m. b) altura de 6 m. 
Determine a área de um hexágono regular nos casos: 
a) Seu lado tem 8 m. с) Sua diagonal menor mede 12 m. 


b) Seu apótema tem 2/3 m. 


Determine, em cada caso, o raio do círculo circunscrito a um: 
a) quadrado de 16 т?. 

b) hexágono regular de 543 m*. 

c) triángulo equilátero de 3643 т. 


821. 


822. 


823. 


824. 
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Determine a área do: 


a) quadrado inscrito em um círculo de 5 m de raio. 

b) hexágono regular inscrito em um circulo de raio 4 m 

c) triángulo equilátero inscrito em um círculo de raio 6 m. 
d) quadrado circunscrito a um círculo de raio 4 т. 

e) hexágono regular circunscrito a um círculo de raio 6 m. 
f) triángulo equilátero circunscrito a um círculo de raio 5 л. 


Determine, em cada caso, o raio do círculo inscrito em um: 
a) quadrado de 24 m?. _ 

b) hexágono regular de 643 m?. 

c) triángulo equilátero de 9/3 m^. 


Dá-se um trapézio ABCD de bases AB = a, CD = bcom a > be de altura A. 
Demonstre que a diferenca entre as áreas dos triángulos que tém por bases AB e CD 


respectivamente e por vértice oposto a intersecáo das diagonais é LI 
Solucáo 
| a — b)h 
Tese: $, — 5, = AST aja 
| 2 
Demonstração 


Considerando о ЛОАР de área 5;, 
temos: 





Área AABD = 5, + S, = E 
| | a — b)h 
=н 5 „2h bh A 

Area AACD = 95 + 5; = E 


Determine a área do quadrado 
DEFG inscrito no triángulo ABC ao 
lado, sendo BC = 15 m e altura re- 
lativa ao lado BC igual а 70 m. 
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825. 


827. 


828. 
829. 


830. 


831. 


832. 


833. 


834. 


835. 


836. 


837. 


838. 


839. 
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Determine a área do triángulo ABC 826. Na figura abaixo temos dois quadra- 
abaixo, sendo AE = 10 т, AD = dos. Determine a área do quadrado 
=8me ЕВ = 5 т. таіог. 





6 m 9m 
Determine a área de um triángulo isósceles de perímetro 36 m se a altura relativa 
à base mede 7/2 m. 

Determine a área de um retángulo de diagonal /5 m e perimetro 42 m. 


As bases de um trapézio retângulo medem 3 me 78 m e o perimetro 46 m. Deter- 
mine a área. 


A altura de um trapézio isósceles mede 3,3 т, a base maior 74 m е o perímetro 
34 m. Determine a área desse trapézio. 


As bases de um trapézio medem 4 m e 25 т e os lados oblíquos medem 70 т 
e 17 m. Determine a área desse trapézio. 


De um losango sabemos que uma diagonal excede a outra em 4 m e que esta, 
por sua vez, excede o lado em 2 m. Determine a área desse losango. 


A diagonal de um trapézio isósceles é bissetriz do ángulo da base maior. Se a 
altura desse trapézio mede 345 m e o perímetro 48 m, determine a área dele. 


Um lado de um quadrado é corda de uma circunferéncia e o lado oposto é tan- 
gente a ela. Determine a área do quadrado, sendo /0 m o raio do circulo. 


A diagonal maior de um trapézio retángulo é bissetriz do ángulo agudo. Se a al- 
tura e a base maior medem 5 m e 25 т, determine a área desse trapézio. 


A base de um triángulo isósceles excede a altura em /0 т. Se a área do triângulo 
é 300 m^, quanto mede a altura relativa a um dos lados congruentes? 


Uma diagonal de um losango mede 40 m e a sua altura 24 m. Determine a área 
desse losango. 


As medianas relativas aos catetos de um triângulo retângulo medem 2,73 m e 


Lim 


4,13 m. Determine a área desse triángulo. 


Determine a menor altura e a área de um triângulo de lados 5 m, 3,5 m e 10 т. 


842. 


843. 


844. 


845. 
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Considere um triángulo retângulo e a circunferência inscrita nele. Se o ponto de 
contato entre a hipotenusa e a circunferéncia determina na hipotenusa segmentos 
de 4 m e 6 m, determine a área do triángulo. 


Suponhamos que se percorra um triángulo num sentido determinado e que se pro- 
longue, nesse sentido, cada lado de um comprimento igual ao próprio lado que 
se prolonga. Demonstre que a área do triángulo que tem por vértices as extremi- 
dades dos prolongamentos é igual a sete vezes a área do triángulo dado. 


Mostre que a razáo entre as áreas de dois triángulos de bases congruentes é igual 
à razào entre as alturas relativas a essas bases. 


Mostre que as medianas de um triángulo determinam nele seis triángulos de áreas 
iguais. 


Determine a área do triángulo sombreado em funcáo da área k do triángulo ABC 
nos casos a seguir, sabendo que os pontos assinalados em cada lado o dividem 
em partes iguais (congruentes). 





a) A b) A 
AN E ge x C 
с) d) 
se А 
B / м. Ё В p e C 


Determine a área da região sombreada em função da área k do paralelogramo 
ABCD nos casos a seguir, sabendo que os pontos assinalados sobre cada lado 
o dividem em partes de medidas iguais. 
a) 

A B 
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846. 


847. 


848. 


849. 
850. 
851. 


852. 


853. 


854. 
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Na figura, ABCD é um paralelogramo de 
área Se Mé ponto médio de CD. Deter- 
mine a área da regiáo sombreada em fun- 
cáo de $. 





Se a área do triângulo ABC é k e os pon- A 
tos assinalados em cada lado o dividem 

em partes iguais, determine a área do 

triángulo sombreado em função de k. 


Se OS pontos / R, S, T, U, V e X dividem 
AB, BC e AC, respectivamente, em trés 
partes iguais, determine a área do trián- 
gulo sombreado em funcáo da área k do 
triángulo ABC. 





Determine a área de um octógono regular de lado f. 
Determine a área de um decágono regular de lado f. 
Determine a área de um pentágono regular de lado f. 


Determine a área de um retángulo cuja base e altura sáo respectivamente o lado 
e o apótema de um pentágono inscrito em uma circunferéncia de raio r. 


Determine a área de um quadrado cujo lado é igual ao lado de um octógono re- 
gular inscrito em um círculo de raio r. 


Como mostra o desenho, o triángulo 
ABC está dividido em seis triángulos. O 
nümero indicado no interior de quatro 
deles expressa a sua área. Determine a 
área do triángulo ABC. 
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HI. Expressões da área do triângulo 


250. Em função dos lados e respectivas 
alturas. 


Em vista do item 246: 


| 2] 1 
eh O ma bh E A 
4 a ese. 





251. Área do triángulo em funcáo dos 





lados. 
Dados: a, b,c e com p- 376, 
em vista do item 207, temos: 
| 1 
S = — ah 
y 
b 
1 
um жш АҢ o rra 
> ah, 
=> 





h = — [pp - a) (p - b) (p - 9 


252. Área do triángulo em funcáo dos 
lados e do raio r da circunferéncia 
inscrita. 

S = Sasc = Sic + Sic + Sian = 


аг. br, cc af 5T6 


| 
| 

+ 
| 

+ 


ү => 
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253. Área do triángulo em fungáo dos 
lados e do raio R da circunferéncia cir- 
cunscrita. 


S = Sac = i ah, (1) 


Para o cálculo de A, (dados К, 
а, b e c), construimos o AABE com 
AE = 2R. 








D - B (reto) " 
c» a В . B 
t-i. ЖЫ = ДАРС ~ ДАВЕ == == ћ, = 20 


Substituindo em (1), ует: 





254. Área do triángulo em funcáo do raio de qualquer das circunferéncias 
ex-inscritas. (Por exemplo: ex-inscrita tangente ao lado a, de raio r,.) 


SABOC = Sac Р Soc | 
SaABOC = Soac + Soas 
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255. Área do triángulo em funcáo de dois lados e do seno do ángulo com- 
preendido. 


B 

| 

| 

| 

| 
h; 

і 

і 

і 

r-] 


L 





No caso da primeira figura: S = a bh 
mas no AADB: h = c-sen A 


No caso da segunda figura: S = * E bh 
2 | | 
=> $ = > bc - sen A 


mas no AADB: h = с: sen (180° — А) = с: sen А 


No caso do triángulo ser retángulo em А ё imediato. 
Assim, temos: 


Analogamente: 








256. Notas 


13) Usando a expressáo da área do triángulo 


S=->a-b:senC 


e a expressáo do teorema dos senos (lei dos senos), 





a b C C 
—— = —— = ———— = 2R, de onde sai: sen C = —, t а 
т — B D e onde sai: sen ^R emos 
de-gbewa pe me sul dp. e god. 
2 | 2 2R 4R 
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2º) Resumo das fórmulas sobre área do triángulo 
ch, = Jp(p—a) (p-b) (р—с) = 


(p-a)r, = (p-b)r, = (р-о)г, = 


1 
2 








| хеп C = -> ас. sen B = -> - Sen А 
32) As fórmulas S = pr, S = a S = (р-а)г,, S = (p-b)r, e 


S = (p—c)r, são mais usadas para o cálculo dos raios. Assim, 
S abc S S as RA 


r = —, R = © AAA A ARA Ts 





855. Determine a área do triángulo nos casos abaixo, sendo o metro a unidade das 
medidas indicadas. 


a) b) c) 





856. Mostre que a área do paralelogramo 
da figura é dada por 


5 = ab sen a 
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857. Determine a área do paralelogramo nos casos, sendo o metro a unidade das me- 
didas indicadas. 





12 


C) 





D 


858. Determine a área do trapézio da fi- 859. Determine a área do quadrilátero da 
gura, dados: AB = 4 m, АС = 8 т figura, dados: AB = 12 т, 
e CD= 12 m. BD = 18те CD = 12/2 т. 


A B 





860. Mostre que a área de um quadrilátero com diagonais de medidas a e b, que for- 


mam ángulo o, é dada por S = > ab sen a. 


861. Determine a área do triángulo nos casos abaixo. Use: S = |p(p-a)(p-b)(p—c). 
O metro é a unidade das medidas indicadas. 


a) b) c) 
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862. 


863. 


864. 


865. 


866. 


867. 


868. 


Determine o raio do círculo nos casos: 
a) b) 





9 


Os lados de um triángulo medem 6 m, 10 m e 12 m. Determine: 
a) a sua área; 

b) a sua menor altura; 

C) a sua maior altura; 

d) o raio da circunferéncia inscrita; 

e) o raio da circunferéncia circunscrita. 


Determine o raio da circunferéncia, 
dados: AB = 14 m, BC = 10 те 
АС = 16 т. 





Determine a área de um triángulo retángulo, sabendo que um dos catetos mede 
10 cm e o ángulo agudo oposto a esse cateto 30”. 


A razáo entre a base e a altura de um triángulo é £ Sendo 52 cm a soma da 
base com a altura, determine a área do triângulo. 


Determine a área de um triángulo isósceles, sabendo que sua base mede 6a e a 
soma dos lados congruentes 70a. 


Determine a área de um triángulo isósceles de perímetro igual a 32 cm, sabendo 
que sua base excede em 2 cm cada um dos lados congruentes. 


Determine a área de um triángulo equilátero em função de sua altura A. 


ÁREAS DE SUPERFÍCIES PLANAS 


870. O apótema de um triángulo equilátero é igual ao lado de um quadrado de 16 cm” 
de área. Determine a área do triángulo. 


871. O perímetro de um triángulo retángulo é 90 cm. Determine a área do triángulo, 


riot s | un 8 Dod 1 
sabendo que seus lados sáo inversamente proporcionais a — mt 


872. Em um triángulo retángulo a hipotenusa é os T do cateto menor, e o cateto maior 


OS 5 do menor. Sendo 60 cm o perímetro do triángulo, determine a sua área. 


873. Calcule a área de um triángulo ABC do qual se conhecem os dados seguintes: 
AC = Б, AB = ceo ângulo compreendido /50”. 


874. Consideremos um triângulo retângulo isósceles ABC de catetos AB = AC = ae 
um ponto E tomado sobre o prolongamento do cateto CA. Unindo-se B a E, 
temos o segmento BE, que é paralelo à bissetriz AD do ângulo reto Á. Determine 
a área do triângulo CBE em função de a. 


875. Calcule a área do triángulo ABC, sendo AB = 4cm, Á = 30º e É = 45º. 


876. Um triângulo equilátero ABC tem 
60 m de perímetro. Prolonga-se a 
base BC e sobre o prolongamento 
toma-se CS = 12 m. Une-se o pon- 
to S ao meio M do lado AB. Calcule 
a área do quadrilátero BCMN. 





877. Determine a área de um triángulo equilátero em funcáo do raio R do círculo cir- 
cunscrito a esse triángulo. 


878. Determine a área de um triángulo equilátero em funcáo do raio r do círculo ins- 
crito nesse triángulo. 


879. A área de um triángulo retángulo é igual ao produto dos segmentos determina- 
dos sobre a hipotenusa pelo ponto de contato do circulo inscrito ao triángulo. 


880. A base de um triángulo mede /2 cm e sua altura 6 cm. Determine a razáo entre 
a área do triángulo e a área de um quadrado inscrito nesse triángulo, sabendo 
que a base do quadrado está apoiada sobre a base do triángulo. 


881. Determine a medida do raio de um círculo inscrito em um triángulo isósceles de 
lados 10 cm, 10 cm e 12 cm. 
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882. 


885. 


887. 


888. 


889. 


890. 


891. 
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Calcule o raio da circunferéncia circunscrita a um triángulo isósceles de base 6 cm, 
tendo outro lado medindo 3 cm. 


Seja ABC um triángulo isósceles cujos lados congruentes medem 5 cm, sendo 6 cm 
a medida do lado BC (base do triángulo). Calcule a razáo entre o raio do círculo 
circunscrito e o raio do círculo inscrito nesse triángulo. 


. Determine o perímetro de um triángulo retángulo, sabendo que sua área é igual 


a 36 ст? e que a hipotenusa é igual ao dobro da altura relativa a ela. 


As diagonais de um paralelogramo medem /0 m e 20 m e formam um ángulo 
de 60?. Ache a área do paralelogramo. 


. Mostre que a soma das distáncias de um ponto interno, de um triángulo equiláte- 


ro, aos lados é igual à altura h do triángulo. 


Na figura, ABCD é um quadrado de 
lado ae АЕ = b. Determine a área 
do triángulo AEB. 





Determine a área dos quadriláteros nos casos: 


a) b) 





Os ángulos de um hexágono convexo medem /20?. Determine a área desse hexá- 
gono, sendo os lados opostos congruentes e medindo 4 m, 6 m e 8 m. 


As medianas de um triângulo medem 9 m, 12 m e 15 m. Determine a área do 
triángulo. 


O ponto de intersecáo das diagonais de um paralelogramo dista a e b dos lados 
e o ângulo agudo mede о. Determine a área. 


ÁREAS DE SUPERFÍCIES PLANAS 


IV. Área do círculo e de suas partes 
257. Área do círculo 


Vimos no item 249 que a área de um poligono regular é o produto 
da medida do semiperímetro pela do apótema. 
Аза = pm 
Tendo em vista os itens 221, 222, 223, 224 e 225 do capítulo XVII, con- 
sideremos as afirmações abaixo: 


Fixado um círculo, de raio R (diámetro D), considerando os polígonos 
regulares inscritos e os circunscritos nesse círculo, com o crescimento do nú- 
mero de lados as áreas dos poligonos se aproximam da área do circulo, assim 
como os seus perímetros se aproximam do perímetro do círculo (vide compri- 
mento da circunferéncia) e os apótemas se aproximam do raio do círculo. Po- 
demos entáo colocar, por extensáo: 


A área do círculo é o produto de seu semiperimetro pelo raio. 
Aoc TRR = FR? 


Entáo: 


ou 





258. Área do setor circular 


Notemos que, quando dobramos o arco (ou ángulo central), dobra a 
área do setor; triplicando-se o arco (ou ángulo central), a área do setor tam- 
bém é triplicada, e assim por diante. 


De modo geral, 


a área do setor é proporcional ao comprimento do arco (ou à medida 
do ángulo central). 


Portanto, 
a área do setor pode ser calculada por uma regra de trés simples: 
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a) Área de um setor circular de raio R e a radianos 


27 rad — rR? | 
==> 
à rad —— Aso 





TR? | 
— 


O _ 
o Pu: 





27R —— rR? | 
E 
(—— A 


setor 


259. Observação 


Note que tanto a área do setor, como a do círculo são análogas à área 
do triângulo e as figuras abaixo dão idéia disso. 
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260. Área do segmento circular 


Cálculo da área do segmento circular indicado na figura: R é o raio, 
œ é a medida do ángulo central e Ёё o comprimento do arco. 


Pan = Á.a0AB ^ Адодв 
a) Usando o / (que pode ser ob- 
tido no AOBC) 


_£R Rh 
2 


uis — 9 


Аы s y 





b) Usando « em radianos 


œR? ] | 
А = 3 "e MC SEES 








261. Area da coroa circular 


= MALE 
Ае, = TR qt” => 
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V. Razáo entre áreas 


262. Razáo entre áreas de dois triangulos semelhantes 





Área do triángulo ABC = S, 


ААВС = ANDO = 2+. 
2 
1 
A. 
bem e 
5, 1 b.h b, h, 


A! 





Área do triángulo A'B'C' = S, 


= e — k (razáo de semelhanca) 
2 
| S 
k.kzk == 
"T E 


Conclusdo: A razào entre as áreas de dois triángulos semelhantes é igual 


ao quadrado da razáo de semelhanca. 


263. Razáo entre áreas de dois polígonos semelhantes 





Área de ABCDE ... MN = S, 
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Área de A'B'C'D' ... M'N' = 5, 
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ABCDE ... MN ~ A'B'C'D' ... M'N' => ДАВС ~ AA'B'C'e 


CAACD ~ AA/C'D'e ... e AAMN ~ ДАММ => SB . BC . 
A'B' BC 
= = BN, k (razão de semelhança) 
M'N' 
Fazendo: 


Área ДАВС = t,, Área AACD = t, ..., Área AAMN = t, 
Área AA'B'C' = T, Área AA'C'D' = T, ..., Área AA'M'N' = T, 


Foi provado no item anterior que: 


E = и == Lc YT рата 1 = 1,2, 3, п 2 


mo 


S, С Р EL 
а ¡rl 
KT, + КТ, + ЮТ, +... + KT. S, ; 
= sp 
Т, + Т,+ Т, +... + To S, 





Conclusão: A razão entre as áreas de dois poligonos semelhantes é igual 
ao quadrado da razão de semelhança. 


264. Observação 


A propriedade acima é extensiva a quaisquer superfícies semelhantes e, 


por isso, vale: 
A razão entre as dreas de duas superfícies semelhantes é igual ao qua- 


drado da razão de semelhança. 
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EXERCÍCIOS 


892. Determine a área do círculo e o comprimento da circunferéncia nos casos: 
a) b) c) 


E 





d) 


f) 





893. Determine a área do circulo nos casos: 
a) PA = 4m, PQ = 8m,s 1t b) BC = 30 m, AM = 25 m 
A 
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894. 


895. 


896. 


897. 
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Determine a área da coroa circular nos casos: 
a) b) 


/ лот 





Determine a área de cada setor circular sombreado nos casos abaixo, sendo 6 m 
o raio. 


a) 


c) 


b) 
A 
d) 
(4 " 





40º 
lis 10m 


Determine as áreas dos setores de medidas indicadas abaixo, sendo 60 cm o raio 
do circulo. 


a) 90° b) 60° c) 45° d) 120° еу 178 H 5"*15" 
Determine a área do segmento circular sombreado, nos casos a seguir, sendo 6 m 


o raio do círculo. 


a) 
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898. 


899. 


901. 


902. 


903. 
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Determine as áreas dos segmentos circulares cujas medidas dos arcos sáo dadas 
abaixo, sendo /2 т o raio do círculo. 


a) 60º b) 90º с) 135° d) 150° 


Determine a área de um círculo, sabendo que o comprimento de sua circunferén- 
cia é igual a 87 cm. 


. Calcule a área de um setor circular de raio r e ángulo central medindo: 


a) 30? b) 45? c) 60º d) 90º e) 120? f) 135" g) 150º 


Calcule a área de um segmento circular de um círculo de raio R e ángulo central 
medindo: 

a) 30? b) 45? c) 60? d) 90? e) 120? f) 135º g) 150? 
Determine a área de coroa determinada por duas circunferéncias concéntricas de 
ralos 15 cm e 12 cm. | 

Determine a área da regiào sombreada nos casos: 


a) quadrado de lado 8 m b) hexágono regular de lado 6 m 





c) triángulo equilátero de lado d) quadrado de lado 8 m 
12 т 





е) hexágono regular de lado /2 т f) triángulo equilátero de 6 m de 


lado 
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905. Determine a área da figura sombrea- 
da abaixo, em funcáo do raio r do 
círculo inscrito no triángulo equilá- 
tero ABC. 


904. Calcule a área da figura sombreada, 
sendo ABCD um quadrado. 


A 





907. O apótema do triángulo equilátero 


ABC inscrito no circulo mede , 3 cm. 
Calcule a área sombreada. 


C 


906. Na figura abaixo, o apótema do he- 


xágono regular mede 543 cm. Deter- 
mine a área sombreada. 





908. Calcule a área da parte sombreada, sabendo que o quadrilátero dado é um 
quadrado. 
a) b) c) 





909. Calcule a área da superfície sombreada. 


a) quadrado b) retângulo c) quadrado 
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910. ABCD, nas figuras abaixo, é um quadrado de perímetro 16 cm. Determine as 
áreas sombreadas. 


a) D € b) 





A В 


911. Determine a área sombreada, nas figuras abaixo, sabendo que os trés quadrados 
ABCD têm lado medindo 2 cm. 


a) b) 





A B 


912. Calcule a área sombreada, em fun- 
cáo do lado a do quadrado ABCD. 





913. Determine a área da regiáo sombreada. 
a) ABCD é quadrado b) 
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914. Determine a área sombreada, na fi- A 
gura, sabendo que o lado do losan- 
go tem medida igual á sua diagonal 
menor e que ambos medem /0 cm. 
Os arcos descritos tém centros nos 
vértices do losango e raio igual à me- D 8 
tade do lado do losango. 


915. Determine a área sombreada, nas figuras abaixo, sendo AC o triplo de CB e AB 
igual a 32 cm. 


a) 





916. Calcule a área da parte sombreada. 





917. Nas figuras abaixo, determine a área hachurada, sendo AB igual a 20 cm. 
a) b) 





AO = OB AC = CO = OD = DB 
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918. Na figura ao lado, AM, MB, BC, 
AD tém mesma medida. Determine 
a área sombreada, sabendo que o pe- 
rímetro do retángulo ABCD mede 


42 cm. 


919. Calcule a área da figura sombreada. 


a) 





920. Determine a área da figura sombrea- 
da, abaixo, sabendo que AB foi di- 
vidido em quatro segmentos con- 


gruentes, de medidas iguais a r. 





922. Na figura, ABCD é um quadrado. 
Determine a área sombreada em fun- 
cao de a, sendo a a medida de um 


segmento tomado sobre o lado do 


quadrado, a + do vértice C. 
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921. Na figura, o segmento AP é con- 
gruente ao segmento AC e a distán- 
cia AB mede r. Calcule a área som- 
breada em função de r. 





923. Seja ABCDEF um hexágono regu- 
lar inscrito num circulo cujo raio me- 
de / cm. Calcule a área sombreada. 





ÁREAS DE SUPERFÍCIES PLANAS 


924. Determine a área da figura sombrea- 925. Na figura abaixo, AC e AB são tan- 
da, em funcáo de m. gentes à circunferéncia menor. Cal- 
cule a área sombreada em função de 

E 







926. Determine a área sombreada ao la- 
do, sabendo que os raios dos circu- 
los são iguais e ABCD é um quadra- 
do de perímetro 16 cm. 


927. Calcule a área da superfície sombreada. 
a) b) 


928. Na figura abaixo, determine a área 929. Na figura abaixo, C é o ponto mé- 


da parte sombreada em função do dio de AB, que mede 8 cm. Deter- 
raio r do círculo, sendo 4B e BC os mine a área sombreada, sabendo que 
lados de um quadrado inscrito nes- o ângulo BOA mede 120º. 

se circulo. 
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930. Em um círculo de 20 т de diámetro, 931. Calcule a área da parte sombreada. 
traca-se um ángulo central AÓB de 
30”. Sendo AC a perpendicular bai- 
xada do ponto A sobre o raio OB, 
calcule a área da parte sombreada. 





932. Determine a área sombreada, saben- 933. Determine a área sombreada na fi- 
do que o raio comum ОО" dos cir- gura abaixo, sabendo que a hipote- 
culos mede 26 cm. nusa do triángulo retángulo ABC 

mede /0 cm. 





934. Determine a área е o perímetro da 935. Determine a área sombreada abaixo, 


figura BED, inscrita no triángulo re- sendo ABC um triángulo equilátero 
tángulo ABC, sabendo que AC me- e R oraio do círculo circunscrito a 
de 10 cm, o ángulo C mede 45? e que esse triángulo. 


os arcos BD e ED tém seus centros, 
respectivamente, nos pontos C e A. 
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936. 


938. 


939. 


940. 


941. 


942. 


943. 


944. 


945. 
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Determine a área sombreada, na fi- 937. Os pontos A, Be C sào centros dos 


gura abaixo, em funcáo do raio r do tres circulos tangentes exteriormen- 
círculo inscrito no triángulo retángu- te, como na figura abaixo. Sendo as 
lo isósceles ABC. distáncias AB, AC e BC respectiva- 
mente iguais a /0 ст, l4cm e 

C 18 cm, determine as áreas desses trés 


círculos. 





Determine a razão entre as áreas dos círculos circunscrito einscrito em um qua- 
drado ABCD de lado a. 


Unindo-se um ponto P de uma semicircunferéncia ás extremidades do diámetro, 
obtemos um triângulo retângulo de catetos iguais a 9cm e 12cm, respectivamen- 
te. Determine a razáo entre a área do circulo e a área do triángulo retángulo. 


Determine a razáo entre as áreas dos círculos inscrito e circunscrito a um hexágo- 
no regular. 


Determine a área de um segmento circular de 60? de um círculo que contém um 
setor circular de бт ст? de área, sendo 2x cm o comprimento do arco desse 
setor. 


Determine a razão entre as áreas dos segmentos circulares em que fica dividido 
um círculo no qual se traça uma corda igual ao raio do círculo. 


Duas circunferências iguais de raio r, tangentes entre si, tangenciam internamen- 
te uma outra circunferência de raio 3r. Calcule a menor das duas áreas limitadas 
por arcos das três circunferências. 


Calcule a área da superfície limitada por seis círculos de raio unitário com cen- 
tros nos vértices de um hexágono regular de lado 2. 


Num triângulo retângulo, a é a medida da hipotenusa, b e c as dos catetos. 
Constroem-se os semicírculos de diámetros b e c externos ao triángulo, e o semi- 
círculo de diâmetro a circunscrito ao triângulo. As regiões dos dois primeiros se- 
micírculos externos à terceira são chamadas “lúnulas de Hipócrates”. Mostre que 
a soma das áreas das lúnulas é igual à área do triângulo. 
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946. 


947. 


948. 


949. 
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Sobre os lados de um triángulo re- 
tángulo, tomados como diámetros, 
constroem-se semicircunferéncias ex- 
ternas ao triángulo. Qual a relacáo 
entre as áreas dos semicirculos deter- 
minados? 


Na figura ao lado, calcule a área 
sombreada, sendo os dois circulos 
tangentes entre si e tangentes ás duas 
semi-retas nos pontos B, C, D, E, 
dado o ângulo DÃE = 60", e Ro 
raio do círculo maior. 


Sejam BD e CD as projeções dos ca- 
tetos AB e AC sobre a hipotenusa 
BC do triángulo retángulo BAC. De- 
termine a área sombreada, sabendo 
que esses catetos medem, respectiva- 
mente, 7,5 cm e 2 cm. 


Na figura abaixo, prove que a área 
S, é igual a 5, sendo ABCD um 
quadrado. 











950 





Sejam, um semicírculo C de diáme- 
tro AB — Zr, um ponto M perten- 
cente a AB e MP 1 AB. 
Construamos os semicirculos de dià- 
metros AM e MB. Os trés semi- 
circulos limitam uma superficie S 
(regiào sombreada). Mostre que a 
área de S é igual à área do circulo 
de diámetro MP. 





951. 


953. 


954. 


955. 


956. 


957. 


958. 


959. 


960. 
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Calcule a área da parte sombreada, 952. Sejam A, B, Ce Das áreas sombrea- 

sendo AB = ter o raio do círculo das da figura. Prove que S = A + 

maior. + B + С + D, onde 5 ёа área do 
quadrado MNPO. 





Qual a razão entre o raio de um círculo circunscrito e o raio de um círculo inscri- 
to em um triângulo ABC de lados a, b, c e perímetro 2p? 


Determine o raio do circulo circunscrito e os lados congruentes de um triângulo 
isósceles ABC, cuja base BC mede 18 cm, sendo 6 cm a medida do raio do circu- 
lo inscrito nesse triângulo. 


Dado um triângulo equilátero e sabendo que existe outro triângulo inscrito com 
os lados respectivamente perpendiculares aos do primeiro, calcule a relação entre 
as áreas dos dois triângulos. 


O produto da medida de cada lado do triângulo pela medida da altura do vértice 
oposto é constante. Demonstre. 


Calcule a área de um retângulo, sabendo que cada diagonal mede 70 cm e forma 
um ângulo de 60º. 


Determine a área de um quadrado cujo perímetro é igual ao perímetro de um he- 


А . А . apre c ^ r 
xágono regular inscrito numa circunferéncia de raio —. 


Um losango e um quadrado tém o mesmo perímetro. Determine a razáo da área 
do losango para a área do quadrado, sabendo que o ángulo agudo formado por 
dois lados do losango mede 60?. 


Paulo e Carlos possuem tabletes de chocolate de forma, respectivamente, qua- 
drada e retangular. O tablete de Paulo tem 12 cm de perímetro e o tablete de Car- 
los tem a base igual ao triplo da altura e perímetro igual a /2 cm. Sabendo que 
os tabletes possuem mesma espessura e que Paulo propós a troca com Carlos, 
verifique se é vantagem para Carlos aceitar a troca. 
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961. 


962. 


963. 


968. 


969. 


970. 


971. 
972. 
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A que distáncia do vértice A de um 
triángulo ABC, de altura, relativa a 
BC, igual a h, devemos conduzir 
uma reta paralela a BC, para que a 
área do trapézio obtido seja igual a 
3 vezes a área do triángulo obtido? 





A que distáncia da base, de um triángulo de altura, relativa a essa base, igual 
a Л, devemos conduzir uma reta paralela a essa base para que o triángulo fique 
dividido em partes de áreas iguais? 


As bases de um trapézio medem 8 me 18 mea sua altura 15 m. A que distância 
da base maior devemos conduzir uma reta paralela às bases para que os dois tra- 
pézios obtidos sejam semelhantes? 


Os lados de dois heptágonos regulares medem 8 m e 15 т. Quanto deve medir 
o lado de um terceiro heptágono, também regular, para que sua área seja igual 
à soma das áreas dos dois primeiros? 


Os perímetros de dois poligonos semelhantes P, e P, sào de 60 m e 90 m, res- 
pectivamente. Se a área de P, é de 144 m°, determine a área de P}. 


Dois lados homólogos de dois pentágonos semelhantes medem 6 cm e 8 cm, res- 
pectivamente. Determine o lado do terceiro pentágono semelhante aos dois pri- 
meiros, sabendo que sua área é igual à soma das áreas dos dois primeiros pen- 
tágonos. 


Determine a área de um quadrado, sabendo que seu lado é segmento áureo do 
lado do quadrado inscrito, num círculo de raio /0 cm. 


Determine a área de um triángulo retángulo isósceles, sabendo que sua hipotenu- 
sa é igual à oitava parte do perímetro de um quadrado inscrito em um circulo 
de raio 2r. 


Determine a área de um quadrado inscrito e de um quadrado circunscrito a um 
círculo de raio r. 


Determine a razáo entre a área de um decágono regular inscrito em um círculo 
de raio R e a área do pentágono regular inscrito nesse mesmo círculo. 


Determine a área de um octógono regular, sendo 80 cm o seu perímetro. 


Determine a área de um octógono inscrito em um circulo cujo raio mede 6 cm. 


973. 


975. 


976. 


977. 


978. 


979. 


980. 


ABCD é um quadrado e DEF é um 
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Determine a área da figura obtida 974. Seja um círculo de diâmetro AB 
quando sobre os lados de um qua- igual a 34 cm e uma corda CD de 
drado construímos quatro triângu- 
los equiláteros, sabendo que esta fi- 
gura está inscrita em um círculo de 
raio R. 


comprimento 1 73 cm perpendicular 
a esse diámetro por um ponto M des- 
se diâmetro, não coincidente com o 
centro do circulo. Determine a área 
do quadrilátero ACBD. 





Determine a área de um quadrado inscrito num círculo em funcáo da diagonal 
menor d de um dodecágono regular inscrito no mesmo círculo. 


Determine a razão entre a soma das áreas de dois triângulos equiláteros construí- 
dos sobre os catetos de um triángulo retángulo e a área de um quadrado construí- 
do sobre a hipotenusa desse triângulo, sabendo que um dos catetos mede 21 cm 
e o ángulo agudo oposto a ele mede 30”. 


Em um círculo de raio igual a 5 cm está inscrito um retángulo de área igual a 
25 cm”. Calcule o ángulo formado pelas diagonais desse retângulo. 


Sobre cada lado de um hexágono regular e externamente a este constrói-se um 
quadrado. Unindo-se os vértices dos quadrados de modo a obter um dodecágono 
regular, determine a área desse dodecágono em funcáo do lado do hexágono que 
está inscrito em um círculo de raio R. 


Sendo г o raio do círculo inscrito e r,, гь, г„ os raios dos círculos ex-inscritos num 
triángulo de área 5, prove que: 


Calcule a área S, sabendo que 


triángulo equilátero, ambos de lados 
de medida a. 
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981. 


982. 


983. 


984. 


985. 


986. 


987. 


988. 


990. 
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Determine a área de um quadrado inscrito em um triángulo equilátero em função 
do raio R do círculo circunscrito a esse triángulo. 


Determine a razáo entre a área de um quadrado e a área de um triángulo equilá- 
tero inscritos num círculo de raio +. 


Os lados de um triángulo retángulo sào proporcionais aos números 3, 4e 5. A 
mediana relativa à hipotenusa tem medida igual ao raio de um círculo circunscri- 
to ao triángulo. Determine a área do triángulo em funcáo do raio r do círculo. 


As projeções que os catetos de um triángulo retângulo determinam na hipotenu- 
sa medem 76 cm e 9 cm. Determine a razão entre a área do circulo inscrito e a 
área do círculo circunscrito a esse triángulo. 


Determine a razáo entre o raio do círculo circunscrito e o raio do círculo inscrito 
em um triángulo ABC isósceles de base BC = a, sendo /20? o ángulo do vértice 
do triángulo. 


Determine o lado de um losango em funcáo do raio r do círculo nele inscrito, 
de modo que a área do losango seja igual ao dobro da área desse circulo. 


Dois eneágonos regulares convexos têm lados respectivamente iguais a 2 cm e 3 cm. 
Determine o lado do eneágono regular convexo cuja área é igual à soma das áreas 
dos dois primeiros. 


Determine a área sombreada da fi- 989. Pe Q são os centros dos círculos, na 
gura em funcáo do raio r dos trés cir- figura. Sendo PO = 6 cm, calcule a 
culos interiores ao círculo maior. área sombreada. 





Seja dado um segmento de reta AB 
de medida 4a e ponto médio M. 
Constroem-se dois semicírculos com 
centros nos pontos médios de AM e 
MB e raios iguais a a. Com centros, 
respectivamente, em A e B, raios 
iguais a 4а, descrevem-se os arcos 
BC e AC. Calcule a área da figura 
assim construida (vide figura). C 





991. 


992. 


Consideremos o triángulo ABC, da 
figura ao lado, cujos lados BC, AC 
e AB medem, respectivamente, 
13 cm, 15 cme 14 cm. A altura CD 
mede 12 cm, e o triángulo AEF tem 
área igual à metade da área do trián- 
gulo ABC. Determine a medida do 
segmento AE, sendo EF paralelo 
a CD. 


Determine a área sombreada em fun- 
cào do lado a do triángulo equiláte- 
ro, sabendo que os trés círculos tém 
mesmo raio. 
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993. Na figura abaixo, calcule a distáncia 


BE, sabendo que a área do quadrado 
ABCD é igual a 256 ст?, a área do 
triángulo ECF igual a 200 cm? e 
que EC é perpendicular a CF. 





ermine a área de um círculo inscrito em um setor circular de ,sendo 127 cm 
Det área d írcul t t lar de 60? do 12 


o comprimento do arco do setor. 


. Determine a área do quadrilátero formado pelas bissetrizes dos ángulos internos 


de um paralelogramo ABCD, sabendo que os lados AB e BC medem, respectiva- 
mente, é cm e 10 cm e que um de seus ângulos mede 120º. 


. Consideremos o triángulo equiláte- 


ro AEF, inscrito no quadrado 
ABCD de lado a. Calcule a área des- 
se triángulo, sabendo que CE é con- 
gruente a CF. 


D E C 





997. ABC é um triângulo equilátero cujo 


lado mede 8/3 cm. Determine a área 
do triângulo retângulo APM, saben- 
do que MP 1 AB, DM L AC e 
AD 1 BC. 
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998. 


999. 


1000 


1001. 


1002. 


1003. 


1004. 
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Determine a razáo entre a área do 
triángulo ABC e a área do triángulo 
MNP da figura ao lado, sendo que: 
AM = МР = PB 

BP = PN' = NC 

CN = NM = M'A 





Calcule a área de um trapézio que se obtém ligando os pontos de tangência de 
duas retas tangentes externas a dois círculos tangentes exteriormente, sabendo que 
os raios dos círculos medem 9 cm e 4 cm, e a soma das bases do trapézio 24 cm. 


. Entre os triângulos de mesma base e mesmo ângulo do vértice oposto a essa ba- 
se, qual o de maior área? 


Num terreno em forma de triângulo retângulo, de catetos 32 e 27, quer-se cons- 
truir um edifício de base retangular, de lados paralelos aos catetos. Quais de- 
vem ser as dimensões da base do edifício de modo a haver maior aproveitamen- 
to do terreno? 


Dá-se um trapézio ABCD de bases AB = a, CD = b (a > b) e de altura A. 
Demonstre que a diferença das áreas dos triângulos que têm por bases 4Be CD, 
respectivamente, e por vértice oposto o ponto de concurso das diagonais é: 
(a — bh 

Г 1 


Calcule a área de um decágono convexo regular inscrito em um circulo de raio 
2 cm. 


No interior de um triángulo toma- 
mos trés circunferéncias de mesmo 
raio e tangentes entre si e aos lados 
do triángulo, como mostra a figu- 
ra. Sendo o triángulo retángulo de 
catetos BC — 3cme AC — 4 cm, 
determine o raio dessas circunfe- 
rencias. 





1005. 


1010. 


1011. 


1012. 


ÁREAS DE SUPERFÍCIES PLANAS 


Determine a área de um trapézio, 
sabendo que seus lados paralelos 
sáo formados por duas cordas situa- 
das mum mesmo semicírculo de 
8 cm de diámetro e que uma das 
cordas é o lado de um hexágono re- 
gular inscrito e a outra o lado de um 
triángulo equilátero inscrito no 
círculo. 





. Os lados de um triángulo ABC são três números inteiros consecutivos. Determi- 


ne as alturas relativas a esses lados, sabendo que o número que mede a área 
é o dobro do que mede o perímetro do triángulo. 


Inscreva num círculo um retángulo de área a”. Procure justificar. 


. A superfície de um triángulo retângulo é /20 ст? e sua hipotenusa vale а cm. 


Determine os catetos e o menor valor que a pode tomar. 


A soma das distáncias de um ponto da base de um triángulo isósceles aos lados 
iguais é constante. 


Na figura temos um setor circular 
de 60? e raio 18 m e uma circunfe- 
réncia inscrita nele. Determine a 
área da região sombreada. 





Por um ponto P, interno de um triángulo, conduzimos retas paralelas aos la- 
dos. Se as áreas dos triángulos com um vértice em P, determinados por essas 
retas e os lados do triángulo, sào A, B e C, determine a área do triángulo original. 


Na figura temos um quadrado de la- 
do a. Os arcos tém centros nos vér- 
tices do quadrado. Determine a área 
da regiáo sombreada. 
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Testes de 
“Vestibulares 





Noções e proposições primitivas — Segmento de reta — 
Angulo — Triângulos — Paralelismo — Perpendicularidade 


1. (CESGRANRIO-85) Numa carpintaria, empilham-se 50 tábuas, umas de 2 cm e outras de 5 cm de espessu- 
га. А altura da pilha é de 154 cm. A diferença entre o número de tábuas de cada espessura é: 


a) 12 b) 14 c) 16 d) 18 e) 25 


2. (U.F.MG-92) Os pontos А, B, C, D são colineares e tais que AB = б cm, BC = 2 ст, AC = 8cm e 
BD = 1 cm. Nessas condições, uma possivel disposição desses pontos é: 


a) ADBC d BACD 
b ABCD e) BODA 
c) ACBD 


3. (U.E.CE-81) O ángulo igual a > do seu suplemento mede: 
a) 100? b) 144º c) 36? d) 80? 

4. (U.F.UBERLANDIA-82) Dois ángulos consecutivos são complementares. Então o ángulo formado pelas 
bissetrizes desses ángulos é: 
a) 20º b) 30? с) 35" d) 40º e) 45º 

5. (U.F.ES-82) O triplo do complemento de um ángulo é igual à terca parte do suplemento deste ángulo. Este 
ángulo mede: 


Tr Sq Tr Tr Sr 
a) —— rd EN A ) 
a) 3 r b) 16 rd с) Р га d) 16 rd e) EN rd 


6. (PUC-SP-80) Dados os triángulos ABC e ADC, com AB = CDe AD = BC, podemos concluir que o án- 
gulo ABC é congruente ao ángulo: 


a) BÁC b) ABD c) ACD d) CDA e) DCB 
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7. (U.F.MG-81) O reciproco do teorema: “Num triángulo isósceles os ángulos da base são iguais” é: 


a) Os ângulos da base de um triángulo isósceles são iguais. 

b) Se os ángulos da base de um triángulo sáo iguais, entáo o triángulo é isósceles. 
c) Num triángulo isósceles os ángulos da base nào sáo iguais. 

d) Se os ángulos da base de um triángulo nào sáo iguais, o triángulo nào é isósceles. 
e) Nenhuma das anteriores. 


$. (U.F.GO-84) Se dois lados de um triángulo medem respectivamente 3 dm e 4 dm, podemos afirmar que 
a medida do terceiro lado é: 
a) igual a 5 dm. 
b) igual a 7 dm. 
с) igual a «7 dm. 
d) menor que 7 dm. 
e) maior que 7 dm. 


9. (U.F.MG-89) Sobre geometria plana, a única afirmativa correta é: 
a) Dois triángulos ABC e A'B'C' tais que É = É, AB = A'B' e BC = В'С são sempre congruentes. 
b) Se dois ángulos de um triángulo ABC sáo agudos, entào ABC é um triángulo retángulo. 
c) Trés pontos distintos sempre determinam um plano. 
d) Se dois triângulos têm os trés ángulos congruentes, eles são congruentes. 
e) Se a reta m é paralela às retas r e s, entáo r e s sáo paralelas ou coincidentes. 


10. (FGV-74) Considere as retas ғ, 5, Г, u, todas num mesmo plano, com r//u. O valor em graus de ( 2x + 3y)é: 


a) 64º 
b) 500º 
c) 520º 
d) 660º 
e) 580º 





11. (U.F.GO-80) Na figura abaixo as retas r e 5 sáo paralelas. A medida do ángulo b é: 


a) 100? 
b) 120º 
c) 110º 
d) 140? 
e) 130? 





12. (PUC-SP-83) Considere a sentenca: 
"Num plano, se duas retas sáo ...., entáo toda reta .... a uma delas é .... à outra. 


A alternativa que preenche corretamente as lacunas é: 


a) paralelas — perpendicular — paralela 

b) perpendiculares — paralela — paralela 

c) perpendiculares — perpendicular — perpendicular 
d) paralelas — paralela — perpendicular 

e) perpendiculares — paralela — perpendicular 
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13. 


14. 


15. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(CESESP-86) Na figura abaixo as retas re s sáo paralelas e as retas f e v sáo perpendiculares. 





Assinale, entáo, dentre as alternativas abaixo, a única que completa corretamente a sentenca: **os ángulos 
distintos œ e B são ... 


a) opostos pelo vértice”. 
b) adjacentes”. 

c) suplementares”. 

d) complementares”. 

e) sempre congruentes”. 


(CESGRANRIO-89) Na figura, as retas ге r” são paralelas, e a reta s é perpendicular a /. Se o menor 
ângulo entre г e s mede 72º, então o ângulo œ da figura mede: 





a) 36º b) 32º c) 24º d) 20º e) 18º 


(CESGRANRIO-90) Duas retas paralelas são cortadas por uma transversal, de modo que a soma de dois 
dos ângulos agudos formados vale 72º. Então, qualquer dos ângulos obtusos formados mede: 


a) 142º b) 144º c) 148º d) 150º e) 152º 


16. (CESGRANRIO-91) As retas re s da figura são paralelas cortadas pela transversal t. Se o ângulo B é o 


triplo de A, então B — A vale: 





a) 90? b) 85º c) 80? d) 75? e) 60? 
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17. 


19. 


21. 

















(STO. ANDRE-73) O triángulo ABC é isósceles, com AB = AC. Nele, está inscrito um triángulo DEF 
equilátero. Designando ángulo BÊD por a, o ángulo ADE por b. e o ángulo FÉC por c, temos: 
acc 
a) b = 
a) > 
| -: —€ 
b) b = —— 
) 2 
| E 
c) a = > 
b 
а с = а + 
) e > 
_b+ce 
e) a = > 
(FUVEST-77) Num triángulo ABC, os ângulos B e É medem 50º e 70º, respectivamente. A bissetriz relativa 
ao vértice 4 forma com a reta BC ângulos proporcionais a: 
a)le2 b)2e3 c) 3e4 dj4es е) 5e6 
(FATEC-78) Na figura abaixo, г é a bissetriz do ângulo ABC. Se a = 40º e 8 = 30º, então: 
а) у = 0° 
b) y = 5° 
с) y = 35° 
d) у = 15° 


е) os dados sáo insuficientes рага a 
determinação de y 





(FATEC-78) Dado o triángulo ABC, abaixo indicado, construímos a poligonal L = BCB,C,B,C,B;C,... 
O comprimento de L é: 


a) 2c 
bba+b+c 
c) 2(a + b) 
d) 2(a + c) 
a+b 


E 
2 c 


e) 





(FUVEST-79) Na figura abaixo, AB = AC, O é o ponto de encontro das bissetrizes do triángulo ABC, 
e o ángulo BÓC é o triplo do ángulo 4. Entáo a medida de Á é: 
a) 18º B 
b) 12º 
c) 24? 
d) 36? A 
e) 15? 
C 
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22. (PUC-SP-80) Na figura abaixo a = 100º e b = 110º. Quanto mede o ángulo x? 


a) 30? 
b) 50º 
c) 80º 
d) 100º 
e) 220º 


23. (FUVEST-81) Na figura AB = BD = CD, Então: 


a) y = 3x 

b) y = 2x 

C) Xx + y = 180? 
д) х= y 

е) 3х = 2у 





А B C 


24. (U.F.MG-81) Os ángulos « e 8 da figura medem: 


a) а = 20°, 8 = 30° 
b) a = 30°, 8 = 20° 
с) а = 60°, 8 = 20° 
d) а = 20°, 8 = 20° 
e) a = 10°, В = 20º 





25. (U.C.MG-82) Na figura ao lado, o ángulo ADC ё reto. O valor, em graus, do ángulo СВР é de: 
a) 95 
b) 100 
c) 105 
d) 110 
e) 120 





26. (PUC-SP-84) Na figura BC = CA = AD = DE. O ángulo CÁD mede: 


a) 10º 
b) 20º 
c) 30º 
d) 40º 
e) 60º 
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17. 


(PUC-SP-84) A soma А + B + C + D + E das medidas dos ángulos : 

a) é 60º. 

b) é 120º. A 

c) é 180º. " 
d) é 360º. | 


e) varia de “estrela” para “estrela”. 


. (PUC-SP-84) Em um triángulo isósceles a média aritmética das medidas de dois de seus ângulos é 50º. 


A medida de um dos ângulos do triângulo pode ser: 
a) 100º b) 90º c) 60º d) 30º e) 20º 


. (FUVEST-91) Na figura, AB = AC, BX = BY e CZ = CY. Se o ángulo A mede 40º, então o ángulo 


XYZ mede: 


a) 40º 
b) 50º 
c) 60º 
d) 70º 
e) 90º 





30. (U.F.MG-92) Observe a figura. 


31. 





^ 


F 


Nessa figura, AB = AC, BD bissetriz de ABC, CE bissetriz de ВСР e a medida do ángulo ACF é 140º. 
A medida do ángulo DÉC, em graus, é: 


a) 20 b) 30 c) 40 d) 50 e) 60 


(U.F.R.PE-91) Observe que, na figura abaixo, a reta f faz ângulos idénticos com as retas f, e Ё,. 
А soma « + B + y vale: 


a) 180? 
b) 215? 
c) 230º 
d) 250º 
e) 255º 
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32. (U.F.MG-92) Observe a figura. 





A | | B 
BD é bissetriz de ABC, ECB = 2(EÁB) e a medida do ángulo ECB é 80°. A medida do ángulo CDB é: 
a) 40? b) 50º c) 55? d) 60º e) 65" 


33. (U.F.MG-92) Observe a figura. 





Com base nos dados dessa figura, pode-se afirmar que o maior segmento é: 
a) AB b) AE c) EC d) BC e) ED 


34. (CESGRANRIO-88) Seja ABC um triángulo retángulo, onde D é o ponto médio da hipotenusa BC. Se 
AD = AB, entáo o ángulo ABC mede: 


a) 67º30' d) 52º30' 
b) 60? e) 45" 
E 55^ ; 


35. (U.C.SALVADOR-91) No triângulo retângulo ABC, representado na figura abaixo, AH é a altura relativa 
à hipotenusa e AM é mediana. Nestas condicóes, a medida x do ángulo assinalado é: 


a) 55^ A 
b) 65? | 
c) 70* 
d) 75º 
e) 80? 
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Quadriláteros notáveis — Pontos notáveis do triángulo — 
Polígonos 


36. 


37. 


41, 
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(FUVEST-78) Na figura abaixo os ángulos á, 5, ё e d medem, respectivamente, EL 2x, + e x. O ángulo 
e é reto. Qual a medida do ángulo f? 


a) 16º 
b) 18º 
c) 20" 
d) 22^ 
e) 24* 





(PUC-CAMP-80) Considere as afirmações: 


I — Todo retángulo é um paralelogramo. 
П — Todo quadrado é um retângulo, 
HI — Todo losango é um quadrado. 


e associe a cada uma delas a letra V, se for verdadeira, ou F caso seja falsa. Na ordem apresentada temos. 
a) F, F, F b) F, F, V c) V, F, F d) V, V, F e) n.d.a. 


. (U.F.UBERLÂNDIA-82) Num quadrilátero ABCD, o ángulo С é igual a 1/3 do ángulo д, o ângulo А 


mede o quíntuplo do ângulo É e o ángulo D vale 45º. Pode-se dizer que À — B vale: 
a) 50º b) 60* c) 70? d) 80? e) 909 


. (CESGRANRIO-82) As bases MO e NP de um trapézio medem 42 cm e 112 cm respectivamente. Se o án- 


gulo MÓP é o dobro do ángulo PÑM, entáo o lado PO mede: 


a) 154 cm 
b) 133 cm M __0 
с) 91 cm 
d) 77 cm 
e) 70 cm 





N ls ” =p 


. (U.F.ES-82) Seja ABCD um trapézio retângulo. O ángulo formado pelas bissetrizes do seu ângulo reto 


e do ângulo consecutivo da base maior mede 92º. Os ângulos agudo e obtuso deste trapézio medem respec- 
tivamente: 

a) 88º, 92º 

b) 86º, 94º 

c) 84°, 96? 

d) 82º, 98º 

e) 79º, 101º 


(VUNESP-85) A afirmação falsa é: 


a) Todo quadrado é um losango. 

b) Existem retângulos que não são losangos. 

c) Todo paralelogramo é um quadrilátero. 

d) Todo quadrado é um retângulo. 

e) Um losango pode não ser um paralelogramo. 


42. (CESGRANRIO-85) Na figura, ABCD é um quadra- 


TESTES DE VESTIBULARES 


do, ADE e ABF sáo triángulos equiláteros. Se os pon- 
tos C, A e M são colineares, então o ángulo FAM 
mede: 


a) 75" 
b) 80* 
c) 82*30" 
d) 85º 
e) 87?30' 





, (CESGRANRIO-86) Assinale a alternativa que contém a propriedade diferenciadora do quadrado em rela- 


cáo aos demais quadriláteros. 


a) Todos os ángulos são retos. 

b) Os lados sào todos iguais. 

с) As diagonais são iguais e perpendiculares entre si. 
d) As diagonais se cortam ao meio. 

e) Os lados opostos sáo paralelos e iguais. 


. (CESGRANRIO-88) Em um trapézio retângulo, o menor ángulo mede 35º. O maior ángulo desse polígono 


* 


mede: 
a) 155? b) 150º c) 145º d) 142? e) 140? 


(VUNESP-89) Considere as seguinte proposições: 


— todo quadrado é um losango; 

— todo quadrado é um retángulo; 

— todo retángulo é um paralelogramo; 
— todo triángulo equilátero é isósceles. 


Pode-se afirmar que: 


a) só uma é verdadeira. 

b) todas sáo verdadeiras. 

C) só uma é falsa. 

d) duas sáo verdadeiras e duas sáo falsas. 
e) todas são falsas. 


. (ITA-89) Considere um quadrilátero ABCD cujas diagonais AC e BD medem, respectivamente, 5 cm e 6 cm. 


41. 


Se R, S, T e U sáo os pontos médios dos lados do quadrilátero dado, entáo o perimetro do quadrilátero 
RSTU vale: 


a) 22 cm b) 5,5 cm c) 8,5 cm d) 11 cm e) 13 cm 


(ITA-89) Dadas as afirmações: 


I. Quaisquer dois ángulos opostos de um quadrilátero sáo suplementares. 
IT. Quaisquer dois ángulos consecutivos de um paralelogramo sáo suplementares. 
HI. Se as diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares entre si e se cruzam em seu ponto médio, 
entào este paralelogramo é um losango. 


Podemos garantir que: 


a) Todas sáo verdadeiras. d) Apenas П é verdadeira. 
b) Apenas 1 e II são verdadeiras. e) Apenas II é verdadeira. 
c) Apenas Il e III são verdadeiras. 
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48. (COVEST-89) Na figura abaixo AM = MDe CM = MB. Assinale as medidas de ое 8, respeciivamente. 


49 


51. 


52 


* 


'a) 50% e 80º 
b) 54º e 80º 
c) 50º e 84º 
d) 54? e 84? 
с) 50º e 76º 





(COVEST-90) No triángulo ABC, o ângulo A mede 710°. Qual a medida do ángulo agudo formado pelas 
retas que fornecem as alturas relativas aos vértices B e С? 


a) 60º 
b) 80º 
c) 70º 
d) 75º 
e) 65º 





. (U.F.MG-90) Na figura, ABCD é um quadrado e BCE é um triângulo equilátero. A medida do ângulo 


AEB, em graus, é: 


a) 30 
b) 49 
c) 60 
d) 75 
e) 90 





(U.F.MG-90) Num triângulo equilátero ABC, de 8 cm de lado, traça-se MN paralelo ao lado BC, de modo 
que ele se decomponha num trapézio e num novo triângulo. 
O valor de MN para o qual o perimetro do trapézio seja igual ao do triângulo AMN ё: 


a) 2 ст b) 3 cm c) 4 cm d) 5 cm e) 6 cm 


(U.F. VICOSA-90) Num trapézio isósceles de bases diferentes, uma diagonal é também bissetriz de um ån- 
gulo adjacente à base maior. Isto significa que: 


a) os ángulos adjacentes à base menor nào sáo congruentes. 
b) a base menor tem medida igual à dos lados oblíquos. 

c) as diagonais se interceptam formando ángulo reto. 

d) a base maior tem medida igual à dos lados obliquos. 

e) as duas diagonais se interceptam no seu ponto médio. 
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53. 


54. 


55 


56 


57 


58 
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(U.F.MG-92) Sobre figuras planas, é correto afirmar-se que: 


a) um quadrilátero convexo é um retángulo se os lados opostos tém comprimentos iguais. 
b) um quadrilátero que tem suas diagonais perpendiculares é um quadrado. 

c) um trapézio que tem dois ángulos consecutivos congruentes é isósceles. 

d) um triángulo equilátero é também isósceles. 

e) um triángulo retángulo é aquele cujos ángulos sáo retos. 


(U.C.SALVADOR-92) Sejam: 


P: o conjunto dos retângulos 
O: o conjunto dos quadrados 
L: о conjunto dos losangos 


A figura que melhor representa as relações existentes entre eles é: 


a) 


b) 





(U.MACK-77) A medida em graus do ángulo interno de um polígono regular é um número inteiro. O nú- 
mero de poligonos nào semelhantes que possuem essa propriedade e: 


a) 24 b) 22 c) 20 d) 18 e) não sei 
(A medida em graus do ángulo interno de um poligono regular de n lados é: 180 — 2] 
(PUC-SP-80) Cada ángulo interno de um decágono regular mede: 

a) 36" b) 60º c) 72° d) 120* e) 144º 


(UNICAMP-87) O polígono convexo cuja soma dos ángulos internos mede 1 440? tem, exatamente: 
a) /5 diagonais d) 30 diagonais 

b) 20 diagonais e) 35 diagonais 

c) 25 diagonais 

(CESGRANRIO-87) Se um poligono convexo de л lados tem 54 diagonais, então л ё: 

a) 8 b) 9 c) 10 d) 11 e) 12 

(CESESP-86) Dentre os quatro centros principais de um triángulo qualquer, há dois deles que podem se 
situar no seu exterior, conforme o tipo do triángulo. Assinale a alternativa em que os mesmos sáo citados. 


a) O baricentro e o ortocentro. d) O circuncentro e o ortocentro. 
b) O baricentro e o incentro. e) O incentro e o ortocentro, 
с) O circuncentro e o incentro. 
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Circunferência e círculo — Ángulos na circunferência 


61. 


62 


2 
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(EPUSP-66) As bases de um trapézio isósceles circunscrito а uma circunferéncia medem 9 m e 6 m. Cada 
um dos outros dois lados do trapézio mede: 


a) 4,5 m b) 6 m c) 7,5 m d)8m e) n.r.a. 


(FUVEST-80) Em um plano é dada uma circunferência e um ponto A pertencente a ela. O lugar geométrico 
dos pontos do plano eqüidistantes da circunferéncia e do ponto 4 é uma: 


a) reta. d) semi-reta. 
b) circunferéncia. e) parábola. 
c) elipse. 


(U.F.CE-91) Duas tangentes são traçadas а um circu- 
lo de um ponto exterior 4 e tocam o círculo nos pon- 
tos Be C, respectivamente. Uma terceira tangente in- 
tercepta o segmento АВ em P e AC em А e toca o cir- 
culo em O. Se AB = 20 cm, entào o perimetro do 
triángulo APR, em cm, é igual a: 





a) 39,5 d) 41 
b) 40 e) 41,5 
c) 40,5 


E ——= ——т 
(U.MACK-77) АВ ё o diámetro de uma circunferéncia; AD e BC sáo retas tangentes à circunferéncia e tais 
que AC e BD se interceptam num ponto E da circunferência. Sabendo que os comprimentos de AC e BD 
nào são necessariamente iguais, assinale a sentença falsa: 


a) РАС = ACB d) ADB = DBC 
b) DBA - ACB e) nào sei 
c) ADB = ACB 


(CESGRANRIO-80) Um quadrilátero convexo está inscrito em um circulo. A soma, em radianos, dos àn- 
gulos œ e 8 mostrados na figura é: 





. (U.F. UBERLANDIA-80) Em um dado triángulo retángulo inscrevemos uma circunferéncia de diámetro 


d e circunscrevemos outra de diámetro D. O perimetro do triángulo vale: 


a)d + D b) 2d + D c) d + 2D d) 3/2(d + D) e) 2(d + D) 


(CESGRANRIO-82) As semi-retas PM e PN sáo tan- 
gentes ao circulo da figura e o comprimento do arco 
MGN é 4 vezes o do arco MFN. 

O ángulo MPN vale: 


a) 76º d) 108º 
b) 80º e) 120^ 
c) 90? 





67. (PUC-SP-82) Na figura, AB é diámetro da circunfe- 
réncia. O menor dos arcos (AC) mede: 


a) 100? 
b) 120? 
c) 140? 
d) 150* 
e) 160? 


TESTES DE VESTIBULARES 





68. (U.F.GO-84) Se a corda AB da figura é um lado de um triángulo equilátero inscrito na circunferéncia de 


centro em C, a medida do ángulo œ, em radianos, é: 


o Br 
Em S 


69. (PUC-SP-84) O pentágono ABCDE ao lado está ins- 
crito em um círculo de centro O. O ángulo central 
CÓD mede 60º. Então x + y é igual a: 


a) 180º 
b) 185? 
c) 190% 
d) 210º 
e) 250? 


70. (CESGRANRIO-84) Em um circulo de centro O, está 


inscrito o ángulo a (ver figura). Se o arco AMB mede 
130°, o ángulo œ mede: 


a) 25? 
b) 30º 
c) 40º 
d) 45º 
e) 50? 
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TESTES DE VESTIBULARES 


71. (U.F.PE-84) Considere a seguinte figura. Assinale a 

alternativa correta: 

a) A medida do ângulo б é igual à metade da soma 
das medidas dos arcos AB e AC. 

b) A medida do ángulo ó é igual ao dobro da medida 
do arco CB. 

c) A medida do ángulo ô é igual à soma das medidas 
dos arcos AB e AC. 

d) A medida do ángulo ó é igual à medida do arco 
CB. 

e) A medida do ángulo à e a do arco AC sáo iguais. 





72. (FUVEST-85) Os pontos A, Be C pertencem a uma circunferência de centro О. Sabe-se que ОА é perpen- 
dicular a OB e forma com BC um ángulo de 70?. Entáo, a tangente à circunferéncia no ponto C forma 
com a reta OA um ángulo de: 


a) 102 b) 20? c) 30º d) 40º e) 50º 


73. (CESESP-86) No eneágono regular estrelado da figura abaixo, um dos ángulos abaixo nào pode ser medi- 
do entre seus lados ou seus prolongamentos. Assinale-o. 





a) 20? b) 30º c) 40? d) 60º e) 80? 


74. (CESGRANRIO-87) 





Se, na figura, AB = 20º, BC = 124º, CD = 36º e DE = 90º, então o ângulo x mede: 
a) 34º b) 35930" c) 37? d) 38º30' e) 40? 
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75. 


76. 


TE 


78. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(ITA-89) Numa circunferência de centro 0, os pontos A, B e C são vértices de um triángulo equilátero. 
Seja D um quarto ponto da circunferéncia, náo coincidente com os demais. Sobre a medida x do ángulo 
ADC podemos afirmar que: 

a) 0º < х < 30º ou 60º < x < 120° 

b) x = 60º ou x = 120º 

с) х= 45" ou x = 150° 

d) x = 240" para qualquer posição de D na circunferência. 

e) x = 30” para qualquer posicao de D na circunferéncia. 


(ITA-90) Na figura abaixo 0 é o centro de uma circunferéncia. Sabendo-se que a reta que passa por E e 
F é tangente a esta circunferéncia e que a medida dos ángulos /, 2 e 3 é dada, respectivamente, por 
49º, 18º, 34º, determinar a medida dos ángulos 4, 5, 6 e 7. Nas alternativas abaixo considere os valores 
dados iguais ás medidas de 4, 5, 6 e 7, respectivamente. 





a) 97º, 78º, 61º, 26º d) 97º, 79º, 61º, 27º 
b) 102º, 79º, 58º, 23º е) 97°, 80°, 62°, 29° 
с) 92°, 79°, 61°, 30° 


(CESGRANRIO-90) Em um círculo de raio 5 está inscrito um quadrilátero ABCD. Sobre a soma dos ángu- 
los opostos BAD e BCD, podemos afirmar que vale: 


a) 5 x 180º d) 180º 
b) 3 x 180? e) 90º 
c) 2 x 180º 


(U.C.SALVADOR-92) Na figura abaixo, o triángulo ABC é isósceles e BD é a bissetriz do ángulo de vér- 
tice B. A medida 0, do ángulo assinalado, ё: 

a) 55º 
b) 50º 
c) 45º 
d) 40º 
e) 35? 
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TESTES DE VESTIBULARES 


Teorema de Tales — Semelhanca de triángulos e 
potência de ponto — Triângulos retângulos 


79. (CESGRANRIO-80) No triângulo ABC da figura, CD é a bissetriz do ângulo interno em C. Se AD = 3 cm, 
DB = 2cm e AC = 4 ст, então o lado BC mede: 


a) 3 cm C 


d) qm 
e) 4 cm 


80. (PUC-SP-84) O segmento AB mede /0. Chama-se segmento áureo de AB o segmento AP, P em AB, de 
AB AP 





medida x, tal que AP = PR ` O valor de x é: 
а) $33—5 d} 513 + 5 
b) 5,3—5 e) 5 


с) 545 + 5 


81. (CESGRANRIO-84) 





As retas r,, r, e r, são paralelas e os comprimentos dos segmentos de transversais são os indicados па fi- 
gura. Entào x é igual a: 
| 15 


4 — == =. 
а) 5 b) 5 с) 5 d) $ е) б 


82. (U.F.MG-89) Na figura, os segmentos ВС e DE são paralelos, AB = 15m, AD = 5 те AE = бт. 
A medida do segmento CE é, em metros: 


a) 5 
b) 6 
c) 10 
d) 12 
e) 18 
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83. 


87. 


. (CESGRANRIO-79) O losango ADEF está inscrito 


TESTES DE VESTIBULARES 


(FUVEST-77) Dados: 


MÊC = BÃC A 
= 3 M 
BC = 2 
AC = 4 
Então MC é igual a: 
a) 3,5 d) 1 
b) 2 e) 0,5 5 t 


z 


. (FUVEST-79) Na figura, o triángulo ABC é retângulo em A, ADEF é um quadrado, AB = Je AC = 3. 


Quanto mede o lado do quadrado? 


a) 0,70 
b) 0,75 
c) 0,80 
d) 0,85 
e) 0,90 


no triângulo ABC, como mostra a figura. Se 
AB = 12 т, ВС = 8m e AC = 6 т, o lado ! do 
losango mede: 


a) 5m 
b) 3m 
c) tm 
d) 4m 
e) 8m 





. (FATEC-79) Num trapézio isóceles ABCD as bases são dadas, respectivamente, por AD = 2 ст e 


BC = 5 cm. Em tal trapézio traça-se MN paralelo a AD e tal que AM = + AB. Então o comprimento 
do segmento MN é: 


a) 3 cm b) = cm c) > em d) > cm е) q em 


(ITA-79) Considere o triángulo ABC, onde AD é a mediana relativa ao lado BC. Por um ponto arbitrário 
M do segmento BD, tracemos o segmento MP paralelo a AD, onde P é o ponto de interseção desta paralela 


com o prolongamento do lado AC (figura). Se N é o ponto de intersecáo de AB com MP, podemos 
afirmar que: 





a) MN + MP = 2BM 
b) MN + MP = 2CM 
c) MN + MP = 2AB 
d) MN + MP = 2AD 
e) MN + MP = 2AC 
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89. 


91. 


92. 


93. 


400 


(U.MACK.-80) O triángulo ABC da figura é equilá- 
tero. AM = MB = 5e CD = б. O valor de AE é: 


(PUC-SP-80) Na figura ao lado as retas AB e CD são 
paralelas. AB = 136, CE = 75e CD = 50. Quanto E 
mede o segmento AE? 
a) 136 
b) 306 
c) 204 
d) 163 
e) 122 А 





С 


(PUC-SP-81) Os lados paralelos de um trapézio sáo 4B e CD. O ponto comum a suas diagonais é M. Entáo 
necessariamente sáo semelhantes os triángulos: 


a) AMC e BMD 
b) AMB e CMD 
c) ABC e ABD 
d) BCD e ACD 
e) BCM e ADC 


(FUVEST-82) A sombra de um poste vertical, projetada pelo sol sobre um chào plano, mede /2 m. Nesse 
mesmo instante, a sombra de um bastão vertical de / m de altura mede 0,6 т. A altura do poste ё; 


a) бт b) 7,2 m c) 12m d) 20m e) 72m 


(U.C.MG-82) A medida, em metros, do segmento AD da figura ao lado é de: 
a) 4 
b) 5 
c) 6 
d) 8 
e) 10 





(U.F.RS-84) Num trapézio, cujos lados paralelos medem 4 e 6, as diagonais interceptam-se de tal modo 
que os menores segmentos determinados em cada uma delas medem 2 e 3. A medida da menor diagonal é: 


a) 3 b) 4 c) 9/2 d) 3 e) 15/2 


TESTES DE VESTIBULARES 


94. (U.F.SE-84) Na figura ao lado, sáo dados AC = 8 cm 
e CD = 4cm. A medida de BD é, em cm: 
a) 9 
b) 10 
c) 12 
d) 15 imd 
e) 16 В D C 





95. (U.F.PA-84) Na figura ao lado, AB = 15, AD = 12 B 

e CD = 4. Sendo EC paralela a AB, qual o valor de 

EC? E 
a) 1 

b) 2 

c) 3 

d) 4 

e) 5 


96. (FATEC-87) Sejam ABC e DEF triángulos retángulos, sendo 4 e D os vértices dos ángulos retos. 
Das sentencas abaixo, a falsa é: 
a) Se B = É, então ^^ ABC — ^ DEF. 
b) Se BC = EF e B = É, então A ABC ~ A DEF, 
c) Se AB = DE e B = F, então ^ ABC = A DEF. 
d) Se cL " = então AABC ~ A DEF. 


e) Se AB = DE e AC = DF, então ^ АВС = A DEF. 


97. (U.MACK.-75) O ponto P está no interior de uma circunferência de 13 cm de raio e dista 5 cm do centro 
da mesma. Pelo ponto P traça-se a corda AB de 25 cm. Os comprimentos dos segmentos que P determina 
sobre a corda AB são: 


а) 11 cm e 14 cm d) 5 cm e 20 em 
b) 7 cm e 18 cm e) 8cm e 17 cm 
c) 16 cm e 9 cm 


98. (U. MACK.-81) Na figura ao lado vale sempre que: 
a) ОА · OB = OE: OP 
b) OP - Од = r? 
c) AP - OQ = (OAP 
d) OA - BQ = (0QY 
e) OP-OE- r 





99. (U.F.MG-82) Num círculo, a corda CD é perpendicular ao diámetro AB no ponto E. Se AE - EB = 3, 
a medida de CD é: 


a) 43 b) 243 c) 343 d) 3 e) 6 
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109. 


101. 


102. 


103. 
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(U.E.BA-84) Na figura ao lado sào dados — = + 
BE = 8 cm e ED = бст. O comprimento de AC, 
em cm, é: 


a) 10 d) 18 
b) 12 e) 20 
c) 16 


(U.F.MG-87) Dois circulos de raios 6 cm e 4 cm têm 
centro na altura relativa à base do triângulo isósceles 
da figura e são tangentes exteriormente. A altura do 
triângulo relativa à base, em metros, é: 

a) 25 

b) 26 

c) 30 

d) 32 

e) 36 





(U.F.MG-89) Na figura, o triángulo ABC é isósceles; BC é base e BE, altura relativa ao lado AC. Se 
AC = 3cm e CE = 1 cm, então a medida do segmento BC é, em centímetros: 

a) 1 

b) 2 

c) 45 

d) 46 

e) 3 


A 


(VUNESP-91) Seja ABCD um retângulo cujos lados têm as seguintes medidas: AB = CD = 6cme AC = 
= BD = 1,2 em. Se M é o ponto médio de AB, então o raio da circunferência determinada pelos pontos 
C, M e D mede: 

a) 4,35 cm 

b) 5,35 cm 

c) 3,35 cm 

d) 5,34 cm 

e) 4,45 cm 


104, 


106. 


107. 


108. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(U.F.MG-92) Observe a figura. 





O triângulo ABC é equilátero, AD = DE = EF = FB, DG // EH // Fl // BC, DG + EH + Fl = 18. 
O perímetro do triángulo ABC é: 


a) 12 b) 24 c) 36 d) 48 e) 54 


- (PUC-MG-92) Um prédio projeta uma sombra de 6 m no mesmo instante em que uma baliza de / т proje- 


tà uma sombra de 40 cm. Se cada andar desse prédio tem 3 m de altura, então o número de andares é: 


a) 6 b) 5 c) 4 d) 3 e) 2 

(ITA-73) Suponhamos que p e q são os catetos de um triángulo retângulo e A a altura relativa à hipotenusa 
do mesmo. Nestas condições, podemos afirmar que a equação: 

E х? — = X + à — ( (IR é o conjunto dos nümeros reais) 


a) nào admite raizes reais. 

b) admite uma raiz da forma m (A onde m € IR, m > 0. 
с) admite sempre raizes reais. 

d) admite uma raiz da forma —m i-1, onde m € IH, m > 0. 
e) n.d.a. 


(U.MACK.-75) Num triángulo a base mede 60 cm, a altura e a mediana em relacáo a essa base medem, 
respectivamente, /2 cm e 13 cm. As medidas dos outros dois lados do triângulo são: 


a) /761 cm e 41 320 cm 
b) /769 cm e 41 369 cm 
с) /513 em e ¿819 ст 
d) 5 cm e 7 cm 


e) I4 cm e 19 cm 


(CESGRANRIO-77) No retángulo ABCD de lados 
AB = 4e BC = 3, о segmento DM é perpendicular 
a diagonal AC. O segmento AM mede: 


a) 3/2 

b) 12/5 
c) 5/2 

d) 9/5 

е) 2 
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109. 


110 


111. 


112. 


113 


114. 
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(U.MACK.-79) No triángulo retângulo ABC da figura, b = 1 e с = 2. Então, x vale: 
a) 42 

3 
b) T 
342 








(FATEC-79) Se os catetos de um triângulo retângulo T medem, respectivamente, /2 cm e 5 cm, então a 
altura de T relativa à hipotenusa é: 
12 5 12 x 38 60 


E. ET 5 d) -— er 
a) E cm b) E em c) 13 cm ) 13 ст е) 13 


cm 
(FATEC-79) Na figura abaixo, ABFG e BCDE sáo dois quadrados com lados, respectivamente, de medida 
ae b. Se AG = CD + 2 ео perímetro do triángulo АСС é 12, então, simultaneamente, a e b pertencem 
ao intervalo: 


а) ]1; 5[ G F 
b) ]6; 4[ 
c) 12; óf 
d) 13; 1 
e) ]4; 8[ 





A C 


(FATEC-79) Na figura, ABCD é um retângulo. AB = 4, BC = 1 e DE = EF = FC. Entáo BG é: 


х5. 


9 


o c 
T Еі 


E. 
a 
E »|= E t c^ 





с 
— 





19] 


(PUC-SP-80) Num triângulo retângulo cujos catetos medem (3ed4,a hipotenusa mede: 


a) 45 b) 47 c) 48 d) 49 e) {12 


(PUC-CAMP-80) Os lados paralelos de um trapézio retángulo medem 6 cm e 8 cm, e a altura mede 4 cm. 
A distância entre o ponto de interseção das retas suporte dos lados não paralelos e o ponto médio da maior 
base é: 


a) 5 415 cm c) 3 421 cm e) n.d.a. 
b) 2 419 cm d) 4 417 cm 


115. 


116. 


117. 


118 


e 


119. 


120. 


121. 


122. 


124. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(U.F.UBERLANDIA-80) Num triángulo ABC, o ángulo А é reto. A altura й 4 divide a hipotenusa a em 
dois segmentos т e n (m > n). Sabendo-se que o cateto b é o dobro do cateto c, podemos afirmar 


aub uS 
2. 
а) 4 b) 3 c) 2 d) 7/2 е) 5 


(U.F.GO-80) O perímetro de um triángulo isósceles de 3 cm de altura é 18 cm. Os lados deste triángulo, 
em cm, sáo: 


a) 7, 7, 4 c) 6, 6, 6 е) 3, 3, 12 
b) 5, 5,8 d) 4, 4, 10 


(U.E.CE-81) Num retángulo sua diagonal mede 25 cm. A diferenca entre sua base e sua altura é igual a 
5 cm. O perímetro do retángulo mede em cm: 





a) 50 b) 60 c) 70 d) 80 
(U.C.MG-81) Num triângulo retângulo de catetos / e 43 cm, a altura relativa à hipotenusa mede, em ст: 
= a 3 2 
2 3 1. E 
a) b) 3 с) y: d) > e) E 


(VUNESP-81) Num triángulo retángulo a medida de um cateto é a metade da medida da hipotenusa. O 
quociente da medida do outro cateto pela medida da hipotenusa é: 


а) 3.3? 92.3 e) 2-31? 
b) 31/2 d) q. Q е 3/971 


(U.C.MG-82) A diagonal de um retángulo mede /0 cm, e os lados formam uma proporcáo com os nüme- 
ros 3 e 4. O perímetro do retángulo, em cm, é de: 


a) 14 b) 16 c) 28 d) 34 e) 40 


(U.F.RS-82) Na figura, ABC é um triángulo retángu- 
lo, AP 1 CB, CP mede 1,8 e PB mede 3,2. O perí- 
metro de ABC é: 


a) 6 d) 10 
b) 8 e) 12 
c) 9 





(PUC-SP-82) A soma dos quadrados dos trés lados de um triángulo retángulo é igual a 32. Quanto mede 
a hipotenusa do triángulo? 


a) 3 b) 4 c) 5 d) 6 e) 8 


* (F.C.M.STA.CASA-82) Seja um triángulo ABC, retángulo em A, tal que AB — 30 cm e BC = 50 cm. 


Se um ponto D é marcado no lado AC, de modo que BD = DC, entáo o segmento DC mede: 
a) 31,25 cm b) 31,5 cm с) 31,75 cm d) 32 cm e) 32,25 cm 


(U.E.LONDRINA-84) Em um triângulo retângulo ABC, as medidas das projeções dos catetos AB e BC 


sobre a hipotenusa sáo, respectivamente, m e n. Se a razáo entre AB e BC, nesta ordem, é а entáo 


m:n é igual a: 
f 

45 

a a 
) 2 


a 

2 1 45 ] 
сб — d) EN 

) 5 ) 1 e) 4 








ts 
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126 


127. 


128. 


129 


130, 


406 


(U.F.RS-84) O lampiáo, representado na figura, está 
suspenso por duas cordas perpendiculares presas ao 
teto. Sabendo que essas cordas medem 1/2 e 6/5, a 
distância do lampião ao teto é: 


a) 1,69 
b) 1,3 
c) 0,6 
d) 1/2 
e) 6/13 


(U.F.SE-84) Se nos triángulos retángulos, represen- 
tados na figura ao lado, têm-se AB = /, BC = 2e 
AD = 3, entáo CD é igual a: 





(VUNESP-84) Entre os triángulos retángulos cuja soma dos catetos é uma certa constante, o de menor 
perímetro é: 


a) aquele cujos catetos sáo iguais. 

b) aquele em que um dos catetos é o dobro do outro. 

c) aquele em que um dos catetos é o triplo do outro. 

d) aquele em que um dos catetos é duas vezes e meia o outro. 
e) aquele em que um dos catetos é uma vez e meia O outro. 


(U.F.SE-84) No triángulo retángulo, representado na A 

figura ao lado, BC = 10 e AD = 4. A medida de 

CD, em cm, pode ser: 

a) 7 

b) 5 

c) 4 

d) 2 

e) 1 E D B 


(U.F.PA-85) Num triángulo retângulo, um cateto é dobro do outro, e a hipotenusa mede /0 m. A soma 
dos catetos mede: 


a) 4 45 em c) 8 45 cm e) 12 45 cm 
b) 6,5 cm d) 10,5 ст 
(CESGRANRIO-87) Se os dois catetos de um triángulo retángulo medem, respectivamente, 3 e 4, entáo 


a altura relativa à hipotenusa mede: 


3 43 b 3 49 


2 | 2,4 
5 5 с) 2,2 d) 2,3 e) 2, 


a) 


131. 


132. 


133. 


134. 


135. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(UNICAP-87) Seja х um número real positivo tal que x, x + 7 e x + 2 sejam medidas dos lados de um 
triángulo retángulo. Assinale, entre as alternativas abaixo, aquela que contem o perímetro deste triángulo 
(na mesma unidade de comprimento que os lados). 


a) 10 b) 12 c) 11 d) 13 e) 15 


(FATEC-87) Na figura ao lado, ABCD é um retán- 
gulo. A medida do segmento EF é: 


a) 0,8 
b) 1,4 
c) 2,6 
d) 3,2 
e) 3,8 





(VUNESP-88) Considere um quadrado de lado f, diagonal d e perímetro p. A função que define a diagonal 
em termos do perímetro do quadrado é dada pela expressão: 


— = 








a) d (p) = 22. d) а) = 232 
b) а (р) = E ^Y Cue p 
c) d (p) - n 


(FUVEST-88) Em um triângulo retângulo OAB, retângulo em O, com OA = ae OB = b, são dados os 
pontos P em OA e Q em OB de tal maneira que AP = PO = OB = x. Nestas condições o valor de x é: 


a) (ab—a-b 

b) a + b—/2ab 

c) Val + b? F 
d)a + b+ [2ab 


e) Jab+a +b 


o 


(CESGRANRIO-88) O quadrado MNPO está inscri- 
to no triángulo equilátero ABC, como se vé na figu- 
ra. Se o perimetro do quadrado é 8, entáo o perime- 
tro do triángulo ABC é: 


a) 12 
b) 10 + 243 
c) 6+ 443 
d)64 542 
e) 16 
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136. 


137. 


138. 


139 


140. 
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(CESGRANRIO-88) No quadrado ABCD da figura, 
tem-se AB = 4, AH = CI = Je AG = 2. Então, НІ 
mede: 


a) Е 
b) 5 


16 
3 


d) 343 
e) 2 45 


c) 





(U.F.MG-89) Se as medidas, em metros, das diagonais de um losango sáo a e b, entáo a medida do raio 
do circulo inscrito nesse losango é, em metros: 


a) ab c) a^ b! e) a^ b? 
2 Ja? + b? ма? + b? a? + b? 
va? + b? yal + b 


(U.F.VICOSA-89) Depois de andar 5 m numa escada rolante, uma pessoa percebeu que se deslocou 4 m 
em relação à horizontal. Tendo andado /0 m na mesma escada, de quantos metros terá se deslocado em 
relação à vertical”? 


a) 5 b) 8 c) 9 d) 6 ej 7 


(COVEST-89) Na figura abaixo o triángulo ABC é equilátero, cada um de seus lados medindo 5 cm. Se 
AD é uma altura do triángulo ABC e M é o ponto médio de AD, entáo a medida de CM, em centímetros, é: 


A 











(VUNESP-90) Uma gangorra é formada por uma haste rigida AB, apoiada sobre uma mureta de concreto 
no ponto C, como na figura. As dimensões são: АС = 1,2 m, CB = 1,8 m, DC = CE = DE = 1 т. 
Quando a extremidade B da haste toca o chão, a altura da extremidade 4 em relação ao chão é: 


a) 3m 














TESTES DE VESTIBULARES 


141. (CESGRANRIO-90) Os catetos b e c de um triángulo retângulo ABC medem 6 e 8, respectivamente. Á 


142, 


143, 


144, 


145. 


menor altura desse triángulo mede: 

a) 4,0 b) 4,5 c) 4,6 d) 4,8 e) 5,0 
(VUNESP-91) Na figura o triángulo ABD é reto em B, e AC é a bissetriz de BÁD. Se AB = 2- BC, fazendo 
BC = be CD = d, então: 

a) d = 


с 

— 

c. 

I 

Pm e Y 

to | ua 
ai! 

da 


w [tn 
E 
c 
O 


a 
— 
EL 
[ 
E — 
|o 
Te 
C 


(CESGRANRIO-91) Uma folha quadrada de papel 
ABCD é dobrada de modo que o vértice C coincide 
com o ponto M médio de AB. Se o lado de ABCD é 
l, o comprimento ВР é: 


a) 0,300 D С 
b) 0,325 | 
с) 0,375 
d) 0,450 
e) 0,500 





A M B A MEC B 


(U.C. SALVADOR-91) Na situação do mapa abaixo, deseja-se construir uma estrada que ligue a cidade 
A à estrada BC, com o menor comprimento possivel. Essa estrada medirá, em quilómetros: 





a) 24 A 
b) 28 
c) 30 М. 
d) 32 a 
o 40 40 km s 

e. 

` 
B 50 km C 


(VUNESP-92) A figura representa o perfil de uma escada cujos degraus tém todos a mesma extensáo, além 
de mesma altura. Se AB = 2 т e ВСА mede 30”, então a medida da extensão de cada degrau ё: 








TESTES DE VESTIBULARES 


146. (PUC-MG-92) A razáo entre as medidas dos catetos de um triángulo retángulo é L 5e a hipotenusa mede 
30 m, então o perímetro do triángulo, em m, é igual a: 


a) 60 b) 64 c) 70 d) 72 e) 80 


147. (FUVEST-77) Dados: 
MP 1 s; MQ 1 t; MQ 1 PQ; МР = 6 
Entáo PO é igual a: 
a) 343 
b) 3 
c) 643 
d) 4 43 
е) 2 43 





148. (CESCEM-77) Se um cateto e a hipotenusa de um triángulo retángulo medem a e 3a, respectivamente, 
entáo a tangente do ángulo oposto ao menor lado é: 


o B | {2 
b) ^ ә 5 d) -5 e) 242 





a) + 





10 
10 
149. (FGV-78) O perímetro da figura abaixo é: 

a) 2(/2 + 43) 

b) (2 + 43) 

c) 4 + {2 + {6 

d) {3 + {2 246 


е) 5 
AB = 42 
BC = 43 





150. (CESGRANRIO-80) Um dos ângulos internos de um paralelogramo de lados 3 e 4 mede 120°. A maior 
diagonal deste paralelogramo mede: 


a) 5 b) 6 c) 440 d) 437 е) 6,5 


151. (U.F.GO-80) No triángulo abaixo, os valores de x e y, nesta ordem, sáo: 
a) 28 43 
b) /3-1e2 
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153, 


154. 


155. 


156. 


157. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(PUC-SP-81) Qual é o valor de x na figura ao lado? 





{з so 1543 
a) + gj 
5 43 20 43 
WU ET 
10 /3 
c) 3 





(CESGRANRIO-81) O quadrilátero convexo MNPQ 
é inscritivel num circulo de diámetro MP. Os lados MN 
e MO têm o mesmo comprimento ѓе o ángulo ММО 
é de 120º. O comprimento do lado NP é: 


R^ a М 
| 


a) e + EN 
b) 004/3 — 1) 
c) ca + 43) 


a E 





e) l E 


(U.F.MG-82) Um dos ángulos de um losango de 4 т de lado mede 120º, Sua maior diagonal, em m, mede: 
a) 4 b) 5 c) 243 d) 343 e) 443 


(VASSOURAS-82) Em um triángulo retángulo, o quadrado da hipotenusa é o dobro do produto dos cate- 
tos. Entáo um dos ángulos agudos do triángulo vale: 


a) 30º b) 60* c) 45? d) 15º e) 10” 


(CESESP-85) Considere o triángulo ao lado, onde a, 
b e c são, respectivamente, as medidas dos seguintes C 
segmentos CB, CA e AB e а mede / cm. 
Assinale a alternativa falsa. 

а) 2b > с 

b) 2с > a 

c) 2b = a 

d) 3b > 2с 

e)b+c>a 





(FATEC-87) Na figura ao lado, AC e BE sào paralelos 


e BE = 842. 
O perimetro do triángulo BDE é: 


a) 16 42 

b) 18 42 

c) 24 42 

d) 8(2 4 42) 
e) 2(5 + 4/2) 
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158, 


159. 


160. 


161. 


162. 


163. 


164. 
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(FUVEST-87) Em um plano tem-se um quadrado de lado а, uma reta г paralela a um lado do quadrado 
e uma reta ѓ que forma com r um ângulo agudo 9. Projeta-se o quadrado sobre r paralelamente a г e obtém- 
se um segmento de comprimento Ja. Determine tg 8. 
a) 1 TRES y E az e) — 

2 " 3 6 

(ITA-88) Num triângulo ABC, BC = 4 cm, o ángulo C mede 30? e a projeção do lado AB sobre BC mede 
2,5 cm. O comprimento da mediana que sai do vértice 4 mede: 


a) 1 cm b) 42 cm c) 0,9 cm d) 43 cm e) 2 ст 
(FUVEST-88) Dois pontos A e B estão situados na margem de um rio e distantes 40 m um do outro. Um 


ponto C, na outra margem do rio, está situado de tal modo que o ángulo CÁB mede 75” e o ángulo ACB 
mede 75º. Determine a largura do rio. 


a) 40m b) 20m c) 20,3 т d) 30 m e) 25 m 


(COVEST-91) A 700 metros da base, um observador avista a extremidade de uma torre sob um ángulo 
de 60º com a horizontal. Qual a altura desta torre? 


a) 60,3 т c) 100 ,3m o) Em 
b) Em om 


(U.C.SALVADOR-91) Um triángulo isósceles é tal que um de seus ángulos internos mede 720° e o maior 
dos lados mede /2 cm. O perimetro desse triángulo, em centimetros, é: 


a) 36 d) 4 (43 + 12) 
b) 18 e)2(3 + 6) 
с) 4 (2 {3 + 3) 


(CESGRANRIO-COMCITEC-73) Na figura dada, as 
circunferências de centros P e 5 são ambas tangentes 
à reta f no mesmo ponto O e a reta que passa por Р 
e R tangencia a circunferéncia menor no ponto 7. Sen- 
do os raios das circunferências respectivamente 8 m 
e 3 m, a medida do segmento QR é: 


a)4m 
b) 6m 
c) 8m 
d) 2m 
e) diferente dos quatro valores anteriores 





(U.MACK.-74) A circunferência de raio a é tangente 
às duas semicircunferéncias menores e à semicircun- 
ferência maior. Se MN = NP = R, entáo a éigual a: 
а) R 42/2 


b) R 4372 
c) R/4 
d) R/3 
e) R/2 





TESTES DE VESTIBULARES 


165. (CESCEA-75) Na figura ao lado AT é tangente á cir- T 
cunferéncia de raio r. 
Sabendo-se que АТ = 2r, então o valor de AC é: 





a) (5 + Dr d) ¿Sr 
b) 1 + 2r e) (5 — Dr 
c) y? 
166. (U.MACK.-75) Na figura o triángulo ABC é isósce- A 


les e o segmento MN é paralelo à base BC. O compri- 
mento do segmento MN é igual a: 


= 3 3 

9) 4 d) -y 
2 1 

B ux s m 

3 9 
5 

C) — 

Ду: 





167. (F.C.M.STA.CASA-77) Na figura abaixo, o valor де d é: 
a) ГЬ + а 
b) {2а 
с) 2 Jab 
d) 2a Jb + a 
e) 2 Jab + 2a 





168. (FUVEST-77) A secção transversal de um maço de cigarros é um retángulo que acomoda exatamente os 
cigarros como na figura. Se o raio dos cigarros é r, as dimensões do retângulo são: 


a) l4r e 2r(1 + 43) 









b) 7r e 3r 0000006 | 
ec LL PO UN 





00060: X) 


169. (U. MACK.-78) Na figura О é o centro da circunferência; АВ = a; АС = b e ОА = x. O valor de x, 
em funcáo de a e b, é: 


e) (2 + 3 43)r e 2r {3 





a+b 
а) ~ > 
b)a-b 
с) 2 Ya? – b? 
2 

b 
аў E 
) Ob 2 


e) impossível de ser calculado por falta de dados 
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179. 


171. 


172. 


173. 


174. 
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(U.MACK.-78) Na figura АВ = 30; ВС = 40; CD = 20; Оё o centro da circunferéncia; m(DÉA) = 9º. 
O valor de CE é: 


a) 12,5 

b) 10 

c) 8 

d) 5 

e) impossível de ser calculado 
por falta de dados 





(FATEC-78) Na figura abaixo, as circunferências C, e С, tangenciam-se em C, e a reta t tangencia С, e 
C,, respectivamente, em A e B. Se o raio de C, é 8 cm e o raio de C, é 2 cm, entáo: 


a) АВ = 8 cm Р a 

b) AB = 13 cm | i 
c) AB = 10 cm 

d) AB = 12 cm 

e) n.d.a. 





(FATEC-78) Uma circunferência de raio R circunscreve um triângulo retângulo com catetos, respectiva- 
mente, de medidas 9 e 6. Então: 


a 
а) К = 7,5 a в = 315 
УВ = 3413 2 
)R- 2 e) n.d.a. 

c) R = 4117 


(FATEC-78) Em uma coroa circular (conforme figura abaixo) estão inscritas n circunferências, cada uma 
tangente às duas vizinhas. Se o raio da circunferência interna da coroa mede 7, então o raio da circunferén- 
cia externa da coroa mede: 


) 1 + sen т/п 
1 — sen т/п 
1 + cos т/п 
1 — sen т/п 
1 + sen 2z/n 
] — sen 2r/n 
d) 1 + cos 2z/n 
| — cos 27/n 


1 + cos 2z/n 
1 — sen 27x/n 





(U.F.GO-80) Uma corda AB de um círculo mede 6 cm e a distáncia desta corda ao centro do círculo é 


de 3 cm. O raio do círculo, em cm, é: 
a) 5 3 b) 342 c) 8 d) 3 45 e) 6 


175. 


176. 


177. 


173. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(FGV-81) Sendo x o raio do circulo inscrito num setor circular de 90º e raio r, então: 
а) x =ry2 c) x = 2r/5 ex-r(/2- 1) 
b) x = 2r 42 d) x = r/3 


(U.C.MO-81) Na figura, o retângulo OACE está inscrito num setor circular de 90º e raio R. OA = = R. 


A medida do segmento AC é: 
В /2 

3 
В 43 

2 


a) 


b) 








R 45 


е) 3 


(PUC-RJ-8]) Na figura, ABC representa um trecho 
reto de uma estrada que cruza o pátio circular de cen- 
tro O e raio г. Se AC = 2r = AO, então BC é igual a: 


a) o dobro de AB, 
b) 2/3 de AB. 

c) AB. 

d) a metade de AB. 
e) 1/3 de AB. 





(U.FORTALEZA-81) Duas circunferências de raios Re r, com А > r, são tangentes externas (como mos- 
tra a figura abaixo). Entáo, podemos afirmar que o comprimento do segmento PO é: 


R* 
R+r 
b) (Е + r(R-r) 
21? 
R =r 
R +r 
R-r 


a) 


c) 








d) 


‚ (U.MACK.-82) A circunferência da figura tem centro O e raio б; se PO = 8, então: 


| 
Dana ii 
3 
b) a = arctg 1 
1 
C) e атс > 
d) œ = arctg 43 
1 
= [тб — 
e) a arcte — 
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180. 


182. 


183. 


185 


416 


(U.C.MG-82) A menor distância de um ponto a uma circunferência é 3 т, e o segmento da tangente а 
circunferéncia é 5 m. O raio da circunferéncia, em metros, mede: 
5 9 14 17 


8 
т ai SUN Ts ет 


(F.C.M.STA.CASA-82) Na figura ao lado, tem-se as 
circunferências À,, À, е A,, tangentes entre si, tangen- 
tes a uma reta / e de raios г,, r, e r;, respectivamen- 
te. Ser, = r; er} = 5 ст, então г, mede, em ст: 


a) 10 
b) 15 
c) 20 
d) 25 
e) 30 





(U.F.ES-82) Inscreve-se um triángulo numa semicircunferéncia cujo diámetro coincide com um dos lados 
do triángulo. Os outros lados do triângulo medem 5 cm e 12 ст. O raio da semicircunferéncia mede: 


a) => cm c) “> cm e) faltam dados para determinar tal raio 
b) 13 cm d) 5 cm 


(U.E.LONDRINA-84) Na figura ao lado, as semi- 
retas PA e PB tangenciam a circunferéncia de centro O 
nos pontos 4 e B. Se OA = 2e о ángulo APB mede 
60º, então AP é igual a: 

a) 242 

b) 243 

c) 4 

d) 342 

e) 6 


(CESGRANRIO-84) Em um circulo de centro O e raio 
10, tracam-se dois diâmetros perpendiculares AB e EF 
e a corda AC, como mostra a figura. Se AC = 16, 
o segmento AD mede: 


a) 842 
b) 12,0 
c) 12,5 
d) 13,0 


e) 643 





(ITA-85) Considere um triângulo isósceles inscrito em uma circunferência. Se a base e a altura deste triân- 
gulo medem 8 cm, então o raio desta circunferência mede: 


a) 3 cm b) 4 cm c) 5 cm d) 6 cm e) 3 [2 ст 


187. 


189. 


199. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(PUC-SP-85) No circulo abaixo, O é o centro, 
АВ = 2e AC = (3. Então a vale: 


a) 75º 
b) 60º 
c) 45° 
d) 30º 
e) 15? 





(CESESP-85) Um armazenista pretende ajustar as prateleiras reguláveis de uma estante a fim de que possa 
armazenar vasilhames, de forma cilíndrica com secção circular de 70 cm de diâmetro, deitadas no sentido 
transverso à prateleira, em trés fileiras superpostas, conforme indica a figura abaixo, de modo que a dis- 
táncia entre duas prateleiras contíguas seja mínima. 
Assinale, pois, a alternativa correspondente à distán- 
cia que deve existir entre duas prateleiras contíguas de 
maneira a atender ao requisito exigido. 


a) 10 (/3 + 1) cm 
b) 5 (43 — 1) ст 
c) 27 cm 

d) 30 cm 


e) 10 43 cm 


ENE ү ү ү ¡EN 
A A Ж A A Ё д 
LY, Y Aj uf uf W 
EA Д л з 
D лы, 









(FATEC-88) Se, na figura abaixo, tem-se BC = 4 cme AB = 3 cm, então o diámetro da circunferência, 
em centimetros, é: 

a) 5 

b) 8 

c) 10 

d) 12 

e) impossivel de ser calculado. 





(U.F.MG-89) Considere um triángulo ABC inscrito em uma circunferência de centro O. Seja D o ponto 
da circunferéncia tal que o segmento CD contenha a bissetriz do ángulo ACB. 
Se AD = 3 ст, AC = 4cm e CD = 5 ст, a medida do segmento CB é, em centímetros: 


a) 4 b) 442 c) 4 43 d) 5 e 542 


(U.F.MG-90) Na figura, o triángulo ABC é inscrito numa circunferência de centro O e diámetro AB. Os 
pontos E e D pertencem aos lados AC e AB, respectivamente, e são tais que EO e CD são perpendiculares 
a AB. Se AD = 12 e DB = 3, pode-se afirmar que OE mede: 


4 
а) i 
3 
4 
c) 3 


b) 
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191. 


192 


193, 


418 


(COVEST-90) Na figura abaixo, temos duas circunferéncias concéntricas, com raio medindo 4 cm e 5 cm, 
respectivamente. Por um ponto P da circunferência menor, traça-se a reta tangente à mesma, a qual deter- 
mina pontos A e B na circunferéncia maior. O comprimento do segmento AB é: 

a) 3.2 cm 
b) 6 cm 

c) 3,3 cm 
d) 6,1 cm 
e) 5,8 cm 





(VUNESP-92) Sejam AB um diámetro de uma circunferéncia e BC um segmento de reta tangente a essa 
circunferéncia, AB = 3 45 cme BC = 45 m. Por C traca-se uma reta perpendicular a BC que intercepta 
a circunferéncia em D e E. Se CD « CE, entáo a medida de CD é: 

345. 


а) —5 








(U.E.CE-92) Na figura abaixo, MNPO é um retângulo, o ponto E ё o centro da circunferência tangente 


aos lados NP, PO е MO. Se MN = 4 cm e NP = 8 cm, então a distância do ponto E à diagonal MP, 
em cm, é: 


| 


y 12 





a) 


5 
YE 


b) E 











(ITA-92) Num triángulo ABC, retângulo em А, temos В = 60º. As bissetrizes destes ângulos se encon- 
tram num ponto D. Se o segmento de reta BD mede / cm, então a hipotenusa mede: 

a) em d) 1 4 242cm 

b) 1 + [3 cm e) n.d.a. 

c) 2 + 43cm 


TESTES DE VESTIBULARES 


Triángulos quaisquer — Polígonos regulares — 
Comprimento da circunferéncia 


195. (EPUSP-66) Os lados de um triângulo estão na razão б : 8 : 9. Então: 


196. 


197. 


198. 


199. 


200. 


201. 


a) o triángulo é obtusángulo. 

b) o triángulo é acutángulo. 

с) os ángulos estão па razão 6 : 8:09. 

d) o ângulo oposto ao lado maior é o dobro do ângulo oposto ao lado menor. 
e) Nenhuma das respostas anteriores. 


(EESCUSP-68) Dado o triângulo ABC tal que AC = 2, BC = ,3, É = s temos: 
a) AB = 3 b) AB = 4,3 c) AB = 2 d) AB = {2 e) nada disso 
(PUC-SP-70) a, be c são as medidas dos lados de um triángulo ABC. Então se 


a) a? < b? + с?, o triángulo ABC é retângulo. 

b) а? = b? + с?, o lado a mede a soma das medidas de be c. 
c) a? > b? + с?, o ángulo oposto ao lado que mede a ё obtuso. 
d) b? = a? + e?, a ё hipotenusa e b e c são catetos. 


e) Nenhuma das anteriores é correta. 


(FEI-71) Assinale a alternativa falsa quanto ao tipo do triángulo, dados os lados a, b e c. 





a) Sea = 13, b = 5, c = 12, o triángulo é retângulo. 

Б) Se a = 18, b = 5, c = 12, ё um triángulo. 

с) Sea = 5, b = 5, с = 5, о triángulo é equilátero. 

d) Sea = 5, b = 7, с = 7, o triángulo ё isósceles. 

е) Sea = 1, b = 2, с = 3, nào é triángulo. 

(FUVEST-77) АВС é equilátero de lado 4; ^ 

AM = MC = 2, АР = 3e PB = 1.0 perímetro do 

triángulo APM é: 

а) 5 + 47 

b) 5 + {10 м 

c) 5 +19 ў 

05413-6413 B C 
е) 5 + {13 + 6/43 

(U.F.BA-81) Na figura ao lado, A 

AB = 3cm, BC = 4 cm e B = 60º. AD é aproxi- 

madamente igual a: D 

a) 1,2 cm d) 1,8 cm 

b) 1,4 cm e) 2,04 cm | 

c) 1,54 cm B A C 


(CESESP-82) “Com três segmentos de comprimentos iguais a 70 cm, 12 cm e 23 ст... 


a) é possível formar apenas um triângulo retângulo.” 

b) é possivel formar apenas um triángulo obtusângulo.” 

c) é possivel formar apenas um triángulo acutângulo.” 

d) nào é possivel formar um triángulo." 

e) é possivel formar qualquer um dos triángulos: retángulo, acutángulo ou obtusángulo.”” 
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202. 


204. 


207. 


420 


(PUC-SP-82) A diagonal de um paralelogramo divide um dos ángulos internos em dois outros, um de 60^ 
e outro de 45". A razáo entre os lados menor e maior do paralelogramo é: 
i3 2 43 46 43. 
3 


/2 
E d dit = 3 





. (ITA-88) Num losango ABCD, a soma das medidas dos ángulos obtusos é o triplo da soma das medidas 


dos ángulos agudos. Se a sua diagonal menor mede d cm, entáo sua aresta medirá: 


a) е à S e) —— 
La + Јр da + 43 i-43 
b) > = d) — 
42 —-42 3-43 


(CESGRANRIO-89) Se 4 em, 5 cm e 6 cm são as medidas dos lados de um triângulo, então o cosseno 
do seu menor ángulo vale: 
5 4 3 2 
== b) — с) — d) = 
a) 6 ) 5 c) 4 ) 3 


1 
e) = 


. (FUVEST-90) Um triángulo Т tem lados iguais а 4, 5 e 6. O cosseno do maior ángulo de T é: 


5 „„ 4 3 x - | 
a) * b) ES c) F3 d) E e) 8 


. (FESP-91) Na figura abaixo, ABC e BDE sáo triángulos equiláteros de lados 2a e a, respectivamente. Po- 


demos afirmar, entào, que o segmento CD mede: 
a)a „2 C 
b)a «6 

c) 2a 

d) 2a.5 


e)a,3 


(U.F.MG-92) Observe a figura. 
O triángulo ABC está inscrito num semicírculo de diá- 
metro 4B e centro O. As medidas do ângulo COA 


e do lado AC são, respectivamente, 120º e 4 .3 cm. 
A medida do raio do circulo, em cm, é: 


4 43 
5 


b) 43 
c) 2 43 
d) 4 
e) 9 


a) 





. (U.F.CE-92) Os lados AC e CD dos triángulos equiláteros ABC e CED medem respectivamente 6 m e 3 т. 


Os segmentos AC e CD estão numa reta r, são consecutivos e AD mede 9 m. Se os vértices B e E estão 
no mesmo semiplano determinado por r, então o perímetro, em metros, do quadrilátero A BED é igual a: 





FR Jar J3 
19 7 МА Ri | 
а) 3(6 + 43) IUE S әэз(т+ S 
ME E 
b) 3 (6 + 22) a з (s P 


TESTES DE VESTIBULARES 


209. (ITA-77) O número de diagonais de um polígono regular de 2n lados, que nào passam pelo centro da 
circunferéncia circunscrita a este polígono, é dado por: 


a) 2n (n — 2) c) 2n(n — 3) e) n.d.a. 
b) 2n (n - 1) d) == 


210. (FATEC-79) Os pontos А, B e С pertencem а uma сігсипѓегёпсіа о; АВ е АС sáo, respectivamente, Os 
lados do quadrado e do triángulo equilátero inscrito em о. Se, ainda, o triángulo ABC tem área minima, 
entáo: 


a) o ángulo interno Á mede 15º. 


b) O arco BC divide o em 8 arcos congruentes. 

c) a razáo entre AB e AC é, nesta ordem, zz 

E 
T 





d) a razão entre o raio R de o e BC é, nesta ordem, 


211. (PUC-SP-80) O matemático K. F. Gauss (1777-1855) demonstrou que um poligono regular com p lados, 
onde p é primo, só pode ser construído com régua e compasso se р é da forma 2” — 1, com n natural. 
Qual dos polígonos abaixo nào pode ser construído com régua e compasso? 








a) pentágono c) heptágono e) heptadecágono 
b) hexágono d) octógono 
212. (PUC-SP-81) Qual é a medida do lado de um poligono regular de 72 lados, inscrito num círculo de raio 
unitário? 
E — r- E 
а) 2 + {3 b) 42 - {3 с) 43-1 Ql. e) S -> 
213. (PUC-SP-82) A figura mostra um hexágono regular 
de lado a. A diagonal AB mede: B 
a) 2a d) a [3 
b) a /2 e) GR 
E 43 
2 
A 


214. (ITA-88) A soma das medidas dos ângulos internos de um polígono regular é 2/60”. Então o número de 
diagonais deste polígono, que náo passam pelo centro da circunferéncia que o circunscreve, é: 


a) 50 b) 60 c) 70 d) 80 e) 90 


215. (ITA-89) Considere uma circunferéncia de centro em O e diámetro AB. Tome um segmento BC tangente 
à circunferência, de modo que o ángulo BÊA meça 30º. Seja D o ponto de encontro da circunferência 
com o segmento AC e DE o segmento paralelo a AB, com extremidades sobre a circunferência. A me- 
dida, do segmento DE será igual: 


a) à metade da medida de AB. d) dois terços da medida de AB. 
b) um terço da medida de AB. e) à metade da medida de AE. 
c) à metade da medida de DC. 


216. (FATEC-78) A circunferência C,, de raio А, e perímetro p, = 10”, é concêntrica à circunferência C,, de 
raio R, e perímetro p, = | + 10. Se А = R, — R,, então: 
a) A = 2- 10 ЎА < 2» 107 © 5- I0 GAR IO" 
b) 2-10? < A < 15-107? d) A > 15-107? 
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TESTES DE VESTIBULARES 


217. 


218. 


219. 


` 


221 


= 


223. 


224 


422 


(CESGRANRIO-79) Um ciclista de uma prova de resistência deve percorrer 500 km sobre uma pista circu- 
lar de raio 200 m. O número aproximado de voltas que ele deve dar é: 


a) 100 b) 200 c) 300 d) 400 e) 500 


(V.UNIF.RS-80) A razáo entre os comprimentos das circunferéncias circunscrita e inscrita a um quadrado é: 


2) e b) 42 с) 43 d) 242 e) 2 


(ITA-80) Consideremos um triángulo retángulo que simultaneamente está circunscrito à circunferéncia C, 
e inscrito à circunferéncia C,. Sabendo-se que a soma dos comprimentos dos catetos do triángulo é & cm, 
qual será a soma dos comprimentos destas duas circunferéncias? 


a) (27k)/3 cm b) (47k)/3 cm c) 4rk cm d) 2rk cm e) vk cm 


(PUC-SP-81) Na figura abaixo, œ = 1,5 radiano, AC = 1,5 e o comprimento do arco AB é 3. Qual é 
a medida do arco CD? 


a) 2,33 
b) 4,50 
c) 5,25 
d) 6,50 
e) 7,25 





(U.F.PE-81) Assinale a alternativa que completa corretamente a sentença. “No circulo, a razão do com- 
primento da sua circunferéncia para o seu diámetro... 


a) dobra caso o circulo tenha seu raio reduzido à metade.” 
b) vale exatamente 22/7." 

c) vale exatamente 3.” 

d) vale exatamente 355/713." 

e) não é igual ao quociente de dois inteiros.” 


. (U.F.RS-81) Na figura, AB é um arco da circunferéncia de centro O, com raio igual á medida da corda 


AP. A, Oe B são colineares. A razão entre o comprimento de ABeo da poligonal APOB é x. Entáo: 
3 
a 1 <= х= T 


1 
b) — es d 
) 5 €x 


1 
Das 


3 —— 
0 х2 = А о В 


е) х=] 


(U.C.MG-82) Aumentando о comprimento de uma circunferéncia de 4 cm, o seu raio, em centimetros, 
aumentará: 
2 
a) 27 b) E # с) — d) E ча e) S 
4 T 2v T 

(U.C.PR-82) Quando o comprimento de uma circunferência aumenta de /0 m para 75 m, o raio aumenta: 

5 | T yá 
а) —— т b) 2,5 m c)5m d) — m e) 5т m 

2T 5 


225. 


226. 


227. 


228 


229. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(CESGRANRIO-82) Os centros das tres polias de um 
mecanismo estáo sobre os vertices de um triángulo 
equilátero de lado É. O diámetro de cada polia é mul- 
to próximo de f, como sugere a figura. O comprimen- 


to da correia MNPORSM que movimenta as polias e, 
aproximadamente: 
а) (n + 3t 
b) (2x + 3)í 
с) (r + 6) 

+ if 
d) (x ) 


^ 
iim 


e) őr! 





(U.MACK.-82) A, B, C, D, Ee F sáo vértices de um hexágono regular inscrito na circunferéncia de raio 
5. Entáo, a soma dos comprimentos de todos os arcos da figura é: 


a) 30 
b) 30r 
c) 15 
d) 15x 
e) бт 





(FATEC-88) O pneu de um veiculo, com 800 mm de diámetro, ao dar uma volta completa percorre, apro- 
ximadamente, uma distáncia de: 


a) 25,00 m b) 5,00 m c) 2,50 m d) 0,50 m e) 0,25 m 


(FATEC-88) Um hexágono regular, de lado 3 cm, está inscrito numa circunferéncia. Nessa circunferéncia, 
um arco de medida /00º tem comprimento: 


a) > em b) Š em c) rem d) = 1 em 9 — em 


(COVEST-89) Um octógono regular está inscrito numa circunferência de modo que o comprimento de ar- 
co entre dois vértices consecutivos é de 0,5 m. Assinale o valor aproximado do diâmetro da circunferência 
em questão. 


a) 140,32 cm b) 133,33 cm c) 127,38 cm d) 120,25 cm e) 160,21 cm 


Equivaléncia plana — Áreas de superfícies planas 


230. 


(CONSART-75) O ponto P pertence à base BC de um triángulo escaleno ABC. As áreas dos triángulos 
АВР e АРС são 40 ст e 10 cnr respectivamente. A razão BP/PC: 


a) é 4. 

b) é 2. 

c) é 8. 

d) é AB/AC. 

€) só pode ser calculada se conhecida a altura relativa ao lado BC. 
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TESTES DE VESTIBULARES 


231. 


232. 


233. 


231. 


424 


(ITA-75) Os lados de dois octógonos regulares tém, respectivamente, 5 cm e /2 cm. O comprimento do 
lado de um terceiro octógono regular, de área igual à soma das áreas dos outros dois, е: 


a) 17 cm b) 15 cm c) 14 cm d) 13 cm e) n.d.a. 


(COMBITEC-COMBIMED-75) Dois quadrados 
interceptam-se conforme a figura, sendo que o qua- 
drado maior, de área A, tem um de seus vértices no 
centro do outro quadrado, de área q. A área da su- 
perfície tracejada é: 





1 | 
а) -7 (A + a) 9 а 
ву Ba o Jal 
4 
| A 43 4 a 
c) 1 


(U.MACK.-75) São dados dois lados b e c de um triângulo e a sua área 5 = ES bc. O terceiro lado pode 


SET ехргеѕѕо por: 


a) |o + -É oe c) 4b? + c? + be 9 + e- E oe 


b) |b? + c? -È be d) Jb? + ci + 3bc 


. (CESGRANRIO-77) Cinco quadrados de lado É for- 


mam a cruz da figura. A área do quadrilátero conve- 
xo de vértices A, B, CeDé: 


а) 2 {5 г а) 5 22 
b) 4° e) 64º 
с) 443 2? 


(CESCEM-77) O quadrilátero ABCD é um retángu- 
lo e os pontos E, Fe G dividem a base AB em quatro 
partes iguais. A razào entre a área do triángulo CEF 
e a área do retángulo é: 





1 1 
| vail 
DT e) -o 
1 
a 


(F.C.M.STA.CASA-78) Uma estrada de 8 km de comprimento e 8 m de largura deve ser asfaltada. O cus- 
to total da obra, em milhões de cruzados, sendo С: 200,00 o preço do metro quadrado asfaltado, é: 


a) 64 b) 50 c) 25,6 d) 12,8 e) 0,0128 


(FATEC-78) Seja ABC um triángulo de área А. Se P é um ponto que está sobre o lado AC, a //3 de A 
para C, e O é um ponto que está sobre o lado CB, a //3 de C para B, entáo a área do triángulo POB é: 


1 2 1 4 5 
— de A b) — de A — de A == — 
а) © е E e ә = e d) -y de A egg 9A 


238. 


239, 


240. 


241. 


242. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(0SEC-78) Dado um triángulo ABC de base 8 e altu- 
ra 6, o retángulo de área máxima, tendo a base con- 
tida no triángulo e os outros dois vértices pertencen- 
do aos outros dois lados do triángulo tem área: 

a) 4 

b) 6 

c) 8 

d) 10 

e) 12 





(CESGRANRIO-79) A área da sala representada na figura é: 





a) 15 m^ e. ы. | 
b) 17 m? | 

2 
c) 19 a T js 
d) 20 m dle 3m 
e) 21 m? 


-— 





(U.MACK.-79) Na figura, S, é a área do quadrilá- 
tero MNAB e S, é a área do triángulo ABC. Se 
S, = 31% S,, x é igual a: 


(PUC-SP-80) A área do quadrado sombreado é: 
a) 36 
b) 40 
c) 48 
d) 50 
e) 60 


(U.F.PR-80) Qual o valor da área da figura? 
a) 95 
b) 144 
c) 169 
d) 119 
e) 109 





5 
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243. 


245. 


247. 


426 


(U.MACK.-80) No retângulo de dimensões a e b, são consideradas as áreas das regiões (1), (II) e (III). Então: 


a) área () = a-b 

b) área (II) + área (III) = área (1) 
c) área (II) + área (III) > área (Т) 
d) área (II) + área (Ш) = a: b 
e) n.d.a. 





. (CESGRANRIO-80) A base de um retángulo de área 5 é aumentada de 20% e sua altura é diminuida de 


20%. A área do novo retángulo formado é: 
а) 1,04 8 b) 1,02 S с) 8 а) 0,985 е) 0,965 


(U.F.GO-80) No paralelogramo ABCD abaixo, tem-se que ВЕ 1 AD; ВЕ = 5ст, ВС = 12ст е 
АЕ = 4 cm. Então a área do triángulo EDC, em cm, é: 


a) 24 
b) 10 
c) 30 
d) 20 
e) 48 





. (U.MACK.-80) A altura do trapézio é 4; então, a diferença entre as áreas dos triángulos assinalados é: 


a) 1 
b) 2 
c) 3 
d) 4 
е) 5 





(PUC-CAMP-80) Num losango, a soma dos ângulos obtusos é o dobro da dos agudos. Se a diagonal me- 
nor do losango mede 12 cm, então: 


a) o losango poderá ser inscrito num circulo de raio igual a 6 cm. 

b) o perímetro do losango medirá 24 cm. 

c) o número que exprime a sua área é igual ao número de diagonais. | 

d) a área do losango é equivalente à área de um retângulo de dimensões 6 cm e 12 43 cm. 
e) n.d.a. 


. (U.C.MG-81) As dimensões de um terreno retangular estão na razão Е Se a área do terreno é de 1 000 nf, 


entáo sua menor dimensáo em metros é de: 
a) 15 b) 20 c) 25 d) 30 e) 35 


TESTES DE VESTIBULARES 


249. (PUC-SP-81) Se Sé a área de um triángulo ABC e se M, Ne P são os pontos médios dos lados do triángulo 
ABC, entáo a área do triángulo MNP é: 


5 5 5 5 
y = NM = — S 
a) 5 b) 4 с) 3 а) 2 e) 


250. (PUC-RJ-81) 30% da área de um painel de 200 x 240 centímetros é ocupada por ilustrações e 12% das 
ilustrações são em vermelho. Então a área ocupada pelas ilustrações em vermelho é igual a: 
a) 1 728 cm? с) 172,8 ст? е) 17 280 cm? 
b) 17,28 em” d) 1,728 em” 


251. (F.C.M.STA.CASA-81) Na figura ao lado são dados: 


X (ВАР) = 30º, X (САР) = 45º e AD = 43 ст. 
A área do triângulo ABC, em em, é: 








a) 3 + 43 gy 24 
2 

b) 3-43 2—14 
2 

c) 343 


252. (U.MACK.-82) No triángulo retángulo ABC da figura, sabe-se que: 


BC = 2K 
AM é mediana 
MB / AN B 
BN / AM 
Entáo, a área do losango AMBN é: M 
= j с 2 М 
а) К? {3 д) K? /3 
b) 4K* 43 3 E 
2 [3 
к? EU PE 
92 dE ; 


253, (CESESP-82) No sertáo de Pernambuco, os agricultores calculam as áreas de suas terras, qualquer que 
seja a forma geométrica que elas tenham, dividindo em quadriláteros e triángulos e efetuando o cálculo 
da seguinte maneira: 


para os quadriláteros: s = 





Ez b +d onde a, c, b e d sáo as medidas dos lados opostos; 


X 
2 


para os triángulos: s = m © 


х E onde x, y ez são as medidas dos lados. 


Obviamente essa não é a maneira correta de encontrar as referidas áreas. Se uma propriedade tem a forma 
de um triángulo equilátero de lado f, assinale, dentre as alternativas abaixo, a que completa corretamente 
a sentença. 

“Se Séa área da referida propriedade calculada corretamente e S' a área calculada segundo o procedimen- 
to dos agricultores, teremos... 


ases" DSos" с) 5 = 5" d) 9 > 25” е) 5 < 5/5” 


254.(СЕЅЕЅР-82) Nas mesmas considerações da questão anterior, se a propriedade tem а forma de um trapé- 
zio isósceles de altura h onde a base maior é o triplo da base menor, assinale a alternativa correta: 


а) 5 > yY b 5 < Ss с) 5 = 85 d) S = 25' e) Ss < 5/5 
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TESTES DE VESTIBULARES 


255. (PUC-SP-84) A linha que divide o retángulo PORS 
na razáo de / para 2 é a linha: 


a) (a) 
b) (b) 
c) (c) 
d) (d) 
e) (e) 





Q (al ib) (c) ^ d €) В 


256. (U.F.GO-84) Para cobrir o piso de um banheiro de 1,00 m de largura por 2,00 m de comprimento com 
cerámicas quadradas, medindo 20 cm de lado, o número necessário de cerámicas é: 


a) 15 b) 30 c) 50 d) 75 e) 500 


257. (PUC-SP-84) Qual dos segmentos desenhados na cruz representa o lado de um quadrado de área igual 


à área da cruz? 
c) / e) 
d) 


258. (U.F.RS-84) Com quatro palitos de mesmo comprimento, forma-se um quadrado com a cm” de área e 
p cm de perímetro. Se а + p = 21, o comprimento de cada palito, em centímetros, é: 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


БЕ 
E 


259. (U.F.RN-84) A área de ип! terreno retangular é de 28/,25 т?. Se o lado maior do terreno excede de 25% 
o lado menor, então o perímetro do terreno é igual, em m, a: 


a) 67,5 b) 71,5 с) 75,5 d) 79,5 e) 83,5 


260. (FUVEST-84) Num triángulo retángulo T os catetos medem /0 m e 20 m. A altura relativa à hipotenusa 
divide T em dois triángulos, cujas áreas, em m?, sáo: 


a) IO e 90 b) 20 e 80 c) 25 e 75 d) 36 e 64 e) 50 e 50 
26 


= 


- (U.F.PE-84) Seja R um retângulo de área 5 cujos lados medem a e b. Assinale a alternativa que indica 
a equação que relaciona corretamente $, a e b. 

а) (a + 6) Хх? -a X + 5 = 0 d) х2 - (а + ЫХ+5 = 0 

b Xº-(a + b)X-S=0 e) X*-a+bX-S=0 

c X+ (a-b)X4S-0 
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262. (U.F.SE-84) Seja o retángulo PORS inscrito no qua- 


266 


т 


TESTES DE VESTIBULARES 


drado ABCD, conforme mostra a figura ao lado. Se 
PS = 2: PQ e AD = бст, a área do retângulo 
PORS é em ст?: 


a) 8 

b) 12 
c) 16 
d) 20 
e) 24 





· (FUVEST-85) Um dos catetos de um triângulo retângulo mede 2 e a hipotenusa mede б. A área do triángu- 


а 


lo ё: 
а) 2 {2 b) 6 c) 442 d) 3 e) {6 


(CESGRANRIO-85) Os triángulos (1) e (2) da figura são retângulos isósceles. Então a razão da 
área de (1) para a de (2) é: 


e J5 
a) 43 | d) ET 
ag PE 3 
b) y2 e) 3 
c) 2 





(CESGRANRIO-85) Sejam M, N, P e O os pontos médios dos lados do quadrado ABCD, como se vé 
nas figuras, e Aj, Ap, A, e A, as áreas de suas partes sombreadas. Escritas essas áreas em ordem crescen- 
te, temos: 


D M С 





а) A, < А; <А, <А, с) А, < А, < А; <А; е) A< A, <А, <А; 
b) A, < Aj <А; <А, d) А, <А, <А, <А, 


(VUNESP-85) Se о comprimento de um retángulo aumenta em /0% e a área permanece constante, a lar- 
gura do retángulo diminui: 


a) 9% b) 11% c) 





0% d) E 0% е) 10% 
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TESTES DE VESTIBULARES 


267. (CESESP-85) Considere a figura abaixo, onde G é o baricentro do triángulo ABC. 


Assinale a única alternativa que corresponde à razáo entre as áreas dos triángulos ABG e EGD. 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 12 
268. (CESESP-85) Considere a seguinte figura: 


C D 





onde os paralelogramos ABCD e EFHG têm as medidas dos lados AB e EF iguais. Sejam S, e 5, as áreas 
destes paralelogramos, respectivamente. 
Assinale a alternativa correta, qualquer que seja a distância entre as retas г, e f,. 


а) S, > 5 b) S, < 5, с) $, = 8, d) S, = 1/5, e) 5, + 5, = 1 
269. (CESGRANRIO-87) Se as duas diagonais de um losango medem, respectivamente, 6 cm e 8 cm, então a 

área do losango é: 

а) 18 ст“ b) 24 cm” c) 30 cm? d) 36 em” e) 48 cm” 


270. (U.F.PE-U.F.R.PE-87) A planta de um projeto agricola, na escala de 1:10 000, tem a forma e as dimen- 
sões especificadas na figura abaixo. Indique a área do projeto em hectares, dentre as alternativas abaixo: 


a) 120 ha 
b) 250 ha сг em à 
c) 140 ha S 
d) 800 ha 
e) 630 ha 


шә OL 


271. (FUVEST-87) Aumentamos a altura de um triângulo em /0% e diminuímos a sua base em 70%. Então 
a área do triángulo: 


a) aumenta 1%, c) decresce 0,5%. e) náo se altera. 
b) aumenta 0,5%. d) decresce 1%. 
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272. 


273. 


274. 


275. 


276. 


277. 


279. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(CESGRANRIO-88) João possuia um terreno retan- 
gular ABCD, de 1800 m^, do qual cedeu a faixa 
ADEF com 10 m de largura, em troca de outra, 
CEGH, com 30 m de largura, conforme está indica- 
do na figura, e de modo que ABCD e BHGF tivessem 10 т: 
a mesma área. О perimetro do terreno ABCD media: 


a) 210 m d) 186 m 
b) 204 m e) 180 m 
c) 190 m 





(CESGRANRIO-88) Um cateto de um triángulo retángulo é duas vezes e meia o outro cateto. Se a área 
do triángulo vale 20, o menor cateto mede: 


a) 2 b) 4 c) 5 d) 242 e) 243 


(FGV-88) Num triángulo isósceles, os lados de mesma medida medem 2 e o àngulo formado por eles mede 
120?. A área desse triángulo é: 


a) 2 b) I c) 1/2 d) 1/4 e) n.d.a. 


(FATEC-88) A diagonal de um quadrado é & 42. O perimetro de um outro quadrado, com = da área 


do primeiro, é: 
a) 2k b) k єў 25 dy e) 4k 
2 4 


(FATEC-88) A área do triángulo cujos lados medem 3 cm, 5 cm e 6 cm é: 


Es n" - 
: LR cm? 5) 4.5 cni су 426 cm? d) 6,5 cm? à 156 car 





a) 


(FUVEST-88) Aumentando-se os lados a e b de um retângulo de 15% e 20% respectivamente, a área do 
retângulo é aumentada em: 


a) 35% b) 30% c) 3,5% d) 3,8% e) 38% 


. (FATEC-88) Sejam A, B e C vértices de um triángulo. Se AB = 4cmeBC = 5 cm, entáo a medida máxi- 


ma do lado AC para que a área deste triángulo não seja inferior a 6 ст? é: 


a) 473 cm b) 8 cm с) (41 ст d) 6 cm e) 5 cm 


(FATEC-88) Na figura abaixo tem-se o triángulo ABC. A altura A, relativa ao lado AB, forma ángulos 
de medidas o е $ com os lados adjacentes. Se A = 43 — I, œ = 60°е B = 45°, então a área do trián- 
gulo é: 


a) 1 em? 
b) E cm? 


© d2z4n04B-1 3 
КЛЫ ПЕК шл Г 


Жеке == PT óí0. 
d) (42 + 43) 443— 1 2 





É cm 
= ТЕЕ == 
ROLE: ie La 
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281. 


432 


(VUNESP-89) Joào e Tomás partiram um bolo retangular. Joáo comeu a metade da terca parte e Tomás 
comeu a terca parte da metade. Quem comeu mais? 

a) Joáo, porque a metade é maior que a terca parte. 

b) Tomás. 

c) Náo se pode decidir porque náo se conhece o tamanho do bolo. 

d) Os dois comeram a mesma quantidade de bolo. 

e) Náo se pode decidir porque a bolo náo é redondo. 


(FUVEST-89) Os lados de um retângulo de área /2 т? estão na razão /:3. Qual o perímetro do retângulo? 
a) 8 m b) 12 m c) 16m d) 20 m e) 24 m 


. (FUVEST-89) A área de um triángulo de lados a, b e c é dada pela fórmula 


S = vp(p - a) (p - b) (p - с) 


onde p é o semiperimetro (2p — a + b + c). 
Qual a área de um triángulo de lados 5, 6 e 7? 


a) 15 b) 21 0745 d) «210 e) 6 46 


. (FUVEST-89) Os pontos 4, B e C são vértices consecutivos de um hexágono regular de área igual a 6. 


Qual a área do triángulo ABC? 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 42 е) 43 
(CESGRANRIO-89) Na figura, ABC é um triángulo B 

isósceles e ACED é um quadrado. Se AB mede 4, a A 

área de ACED é de: 

a) 10 {3 d) 32 B 
b) 16 e) 36 

c) 20 42 pt C 


(ITA-89) Se num quadrilátero convexo de área $, o ángulo agudo entre as diagonais mede т/б radianos, 
entáo o produto do comprimento destas diagonais é igual a: 


а) 5 b) 25 c) 3S d) 45 e) 5S 


(COVEST-89) Na figura abaixo o quadrado ABCD tem área igual a 100 em”. Sabe-se que AE = AF e 
que as medidas de AE e EB estão na razão de / рага 4. A área da região sombreada é, em cnr: 

a) 63 cm” 
b) 59 em” 
c) 64 cm” 
d) 70 cm? 
e) 58 cm? 





C 


. (COVEST-90) Na figura a seguir, o quadro ABCD tem área total de 40 cm”. Sabendo-se que E e F são 


os pontos médios dos lados AB e CD, respectivamente, forma-se entáo o quadrilátero hachurado FGEH, 
que tem área igual a: 
a) 30 cm” 
b) 25 cm” 
c) 11 cm? 
d) 10 cm? 


e) 10 {2 cm? 
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289. 


290. 


291. 


292. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(U.F.MG-90) Considere NO = MP = MN 





, sendo MN a base do retángulo KNML. 


se a soma das áreas dos triângulos NOL e РАМ é 16, a área do retângulo KNML é: 
a) 24 
b) 32 
c) 48 
d) 72 
e) 96 


K E 





(U.F.MG-90) A base de um triângulo e a altura relativa a essa base medem, respectivamente, be A. Um 
retângulo de altura x é inscrito no triângulo, sendo que sua base está contida na base desse triângulo. 
A área do retângulo, em função de b, xe А, é: 


а) һх — X) 
b) bx а х) 
с) D t- 2x) 
d) bx = X) 
e) * 


(U.F.MG-90) Considere um trapézio isósceles ABCD, em que AB = BC = CD = 4 cm. Se AD = 8 cm, 
pode-se afirmar que a área do trapézio, em ст“, е: 


а) 4 43 
b) 6 43 
c) 8 3 
d) 1243 
e) 2443 


A D 


(U.F.MG-90) Uma casa tem dez janelas, cada uma com quatro vidros retangulares e iguais, de 0,45 m 
de comprimento e 0,40 m de largura. 

Cada vidro custa Nezf 0,25 o dm? e a mão-de-obra para colocá-lo, Nczf 4,00 por janela. 

А importância a ser gasta para colocar os vidros nessas janelas é: 

a) Ncz$ 44,50 с) Ncz$ 225,00 e) Ncz$ 450,00 

b) Ncz$ 220,00 d) Nez$ 445,00 


(U.E.CE-91) Em um trapézio a soma das bases é 24 cm, a altura é igual à metade da base maior e a base 
menor é igual à altura. A área desse trapézio, em crm^, é: 


a) 60 b) 72 c) 84 d) 96 
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293. 


294. 


298. 
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(FUVEST-91) O retângulo ABCD representa um terreno retangular cuja largura é 3/5 do comprimento. 
A parte hachurada representa um jardim retangular cuja largura é também 3/5 do comprimento, Qual 
a razão entre a área do jardim e a área total do terreno? 

a) 30% 
b) 36% 
c) 40% 
d) 45% 
e) 50% 


A 






(CESGRANRIO-91) Seja D o ponto médio do lado 
AB do triángulo A BC. Sejam E e F os pontos médios 
dos segmentos DB e BC, respectivamente, conforme 
se vé na figura. Se a área do triangulo ABC vale 96, 
entáo a área do triángulo AEF vale: 


a) 42 d) 30 
b) 36 e) 28 
c) 32 


(COVEST-91) Se todos os lados de um heptágono regular forem aumentados em 50%, em quanto aumen- 
ta a sua área? 


a) 50% b) 75% c) 100% d) 125% e) 150% 


. (COVEST-U.F.R.PE-91) A área do trapézio da figura é: 


C) + (z + x)y 


d) IG + y)z 





| 
е) xy + — xz 
) xy > 


(U.F.MG-92) Ao reformar-se o assoalho de uma sala, suas 49 tábuas corridas foram substituídas por ta- 
cos. As tábuas medem 3 m de comprimento por /5 cm de largura e os tacos, 20 cm por 7,5 em. O número 
de tacos necessários para essa substituição foi: 


a) 1 029 b) 1 050 c) 1 470 d) 1 500 e) 1 874 


(PUC-MG-92) Um triângulo tem base 0,7 m e altura 15 m. Um segundo triângulo tem base 1,2 dm e altu- 
га 0,5 m. А razão entre a área do primeiro e do segundo triángulo ё; 


ut í e 2 T 6 
а) = b) < с) E d) 4 e) = 


TESTES DE VESTIBULARES 


299. (U.F.MG-92) Aumentando-se o comprimento e a largura de um retângulo R em 3 cm e 2 cm, respectiva- 


301. 


302. 


303. 


mente, sua área aumenta em 54 cm”. 
Diminuindo-se o comprimento e a largura de R em 2 cm e 3 cm, respectivamente, a área diminui em 46 ст“. 
Pode-se afirmar que o perimetro de R, em cm, é: 


a) 20 b) 30 c) 40 d) 50 e) 60 


(PUC-MG-92) O número pelo qual se devem multiplicar as dimensóes de um retángulo, para que sua área 
seja aumentada 25%, é: 


а) 45 b) 0,2 45 c) 0,3 45 d) 0,4 {5 e) 0,5 45 


(U.F.MG-92) Precisa-se colar uma gravura retangular, cujas dimensões são 34 cm e 14 cm, em um pedaço 
de cartolina. As margens superior, inferior e laterais da cartolina devem ter uma largura constante. A área 
total da cartolina ё de 800 cm”. 

A medida da largura da margem, em cm, é um divisor de: 


a) 7 b) 11 c) 15 d) 20 e) 32 


(U.F.MG-92) A hipotenusa e a área de um triángulo retángulo medem, respectivamente, 4 45 em e 16 cm. 
A diferenca das medidas dos catetos, em cm, é: 


a) 4 b) 3 45 c) 3 d) 2 {5 e) 2 


(U.F.MG-92) Observe a figura. 

Nessa figura, os pontos M, N, P, O sào pontos mé- 
dios dos lados do quadrado ABCD, cuja área mede 
16 cm. 

A área do quadrado RSTV, em cm”, mede: 

a) 4 

b) 8 





(U.F.MG-92) A diferença entre as medidas das bases maior e menor de um trapézio é igual à medida da 
s = А 7 1 

sua altura. Se a base menor e a área medem, respectivamente, 2 cm e 6 cm”, pode-se afirmar que a altura, 

em ст, é: 


a) um múltiplo de 3. c) um multiplo de 7. e) um número primo. 
b) um múltiplo de 4. d) um múltiplo de /0. 


. (U.F.MG-92) Observe a figura. 


BC é a hipotenusa do triângulo retângulo ABC, AE = i AB, FC = + АС е a área do quadrilátero 


BCFE é igual а 30 cm”. 
A área do triángulo AEF é igual a: 
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306. 


310. 


311. 


436 


(PUC-MG-92) Os lados de um triângulo retângulo têm medidas 2 (a + 1), 3a+2e4a+2,a>0.A 
área desse triángulo, em unidades de área, é: 


a) 30 b) 24 c) 18 d) 16 e) 12 


. (PUC-MG-92) A área de um polígono regular, de apótema a e de n lados, inscrito numa circunferência 


de raio r, em unidades de área, é: 


a) > па Jr? — а? с) na yr? — a? e) 4na vr2— a? 
b) T па 4r? — a? а) 2na Jr? — a? 
. (FUVEST-92) O retângulo abaixo de dimensões a e b está decomposto em quadrados. Qual o valor da 
razáo a/b? ; 
a) 5/3 
b) 2/3 
c) 2 
d) 3/2 
e) 1/2 





. (ITA-92) A razào entre as áreas de um triángulo equilátero inscrito numa circunferéncia e de um hexágono 


regular, cujo apótema mede 70 cm, circunscrito a esta mesma circunferência é: 


1 1 v 3 
a) — b) 1 c) — d) — e) n.d.a. 

) 2 ) ) 3 ) 8 ) 
(CICE-70) Na figura abaixo, r é o raio do círculo maior e f é o comprimento da tangente AB comum aos 
dois círculos menores. Então a área assinalada, compreendida entre o circulo maior e os dois menores, 
é igual a: 











e) nada disso 


(U.MACK.-74) A diagonal AD do quadrado ABCD 
mede y 2 ст. Se o diâmetro de cada uma das semicir- 
cunferências na figura ao lado é igual à metade do la- 
do do quadrado, a área da região assinalada é: 





a) 1 d) 2 
p + er 
Y 
т ‹ 
E 


312. 


313. 


314. 


315. 


316. 


(CONSART-75) Cada um dos lados do retángulo 
DEFG é paralelo a algum dos catetos do triángulo 
retángulo ABC e tangente a alguma das semicircun- 
feréncias tracejadas do desenho. Sabendo-se que 
AC = 6cme AB = 8 cm, a área do retângulo é: 


a) 136 cm? d) 144 cm? 
b) 140 cm* e) 200 cm? 
c) 164 cm? 


(CESCEM-75) Na figura ao lado, temos a represen- 
tacáo de um retángulo inscrito em um setor de 90? cujo 
raio mede 6 cm. Medindo o lado OA do retángu- 


lo - do raio, a área do retângulo ё; 


a) 4,5 т> d) 16 m? 
b) 845 m? e) 24 m? 
c) 8 413 т? 


(CONSART-75) O ponto О é o centro do circulo 
ACBD e extremidade das semicircunferéncias OA e 
OB da figura. A reta que contém O e divide a regiáo 
tracejada em duas partes de mesma área faz com OA 
um ángulo de: 


a) 36" d) 60º 
b) 45º e) 75° 
c) 52° 310 


(U.MACK.-75) A área do trapézio da figura é 72. 
A área da parte sombreada é: 


a) т 
b) 27 
с) 3x 
d) dr 
e) 57 





TESTES DE VESTIBULARES 





(U.MACK.-75) Os lados de um triángulo são а = 13, b = 14е с = 15. Os lados a e b são tangentes а 
uma circunferéncia cujo centro está sobre o lado c. O raio dessa circunferéncia é: 





437 


TESTES DE VESTIBULARES 


317. (CESCEM-77) Sendo A a área de um quadrado inscrito em uma circunferência, a área de um quadrado 


circunscrito á mesma circunferéncia é: 


a) 4A b) 2A с) ZA d) {2А e) 1,5А 


318. (U.MACK.-77) A área da parte sombreada vale: 


319. 


320. 


321. 
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d) 1287 — 192 43 


(A figura contém semicircunferéncias de raio a e cen- 
tro nos vértices do quadrado menor.) 


a) а? (4 — т) d) ra? a 
b) a? (x — 2) e) nào sei 
c) 22? 





(U.MACK.-77) Se a soma das áreas dos três circulos de mesmo raio é 3x, a área do triángulo equilátero 
ABC é: 


а) 743 + 12 

b) 7 + 443 E 
c) 1943 

d) 1143 

e) nào sei 


(CESCEM-78) A figura ao lado representa um hexá- 
gono regular, inscrito num círculo de centro O e raio 


8 42. A área da regiáo assinalada na figura é: 


a) 487 — 32 J3 
b) 647 — 192 43 
c) 96x — 32 43 


e) 1367 — 32 43 


(U.MACK.-78) Quatro círculos de raio unitário, cu- 
jos centros sáo vértices de um quadrado, sáo tangen- 
tes exteriormente dois a dois. A área da parte som- 
breada é: 


а) 243-5 d) 4-7 

b) 3/2-7 e) 5-7 
T 

0 





322. (FUVEST-78) Na figura abaixo ABC é um triángulo 


323 


324. 


325. 


326. 


TESTES DE VESTIBULARES 


equilátero de lado igual a 2. MN, NP e PM são arcos 
de circunferéncias com centros nos vértices 4, B e C, 
respectivamente, e de raios todos iguais a |, A área 
da regido sombreada é: 





a) 3-2 d) 4 43 – AT 
T GE 

b) Tee e) 843— 3v 

| dg В 

c) > 


(CESGRANRIO-80) A regiáo sombreada R da figura é limitada por arcos de circunferéncia centrados nos 
vértices do quadrado de lado 2f. A área de R é: 


T 5 
2 
b) (x-242)" 


Р 
E | ;)' 
d) (4- m1 
e) 420 


a) 








(U.F.GO-80) A área máxima da regiáo limitada por um triángulo retángulo inscrito em um circulo de raio 
R € 





a) 2R* b) яв? c) R? d) di e) 27Rº 


(V.UNIF.RS-80) Na figura OA = ОВ = OE = 
= OF = OG, ABCD é um quadrado de área 80, 
C e D pertencem ao diâmetro EF e o ângulo 
e (X БЕС) mede т/б rad. 

A área do triángulo EFG é: 





a) 40 43 d) 80 
b) 50 43 e) 100 
c) 80 43 


(V.UNIF.RS-80) Na figura, AB é um arco de uma circunferéncia de raio /. A área do trapézio retán- 
gulo BCDE é: 
{3 


а! 
24 
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327. (U.MACK.-80) Na figura, a área do quadrado de cen- 
tro O é: 
a) 10 
b) 16 
c) 25 
d) 100 
e) 2 500 
328. (CESGRANRIO-80) Um circulo de área C e um triángulo equilátero de área 7 tém o mesmo perímetro. 
A razão E. vale: 
Т 
а) 1 b) 2, ё x d) È e) T 43 
T т т 2 
329. (F.C.M.STA.CASA-80) Na figura ao lado, conside- 
re o segmento a = 2 т. A área da superficie sombrea- 
da é igual a: 
a) 2r mí 
b) 4m? 
c) 2m? 
d) zm! 
e) n.d.a. 
330. (PUC-SP-81) Os diámetros das pizzas grande e média são 40 cm e 36 cm, respectivamente. Qual deve ser 
o preço da média se a grande custa CzJ 200,00 e os preços são proporcionais ás áreas das pizzas? 
a) Cz$ 155,00 b) Cz$ 162,00 c) Cz$ 174,00 d) Cz$ 185,00 e) Cz$ 190,00 
331. (U.F.MG-81) A área de uma coroa circular de raios re R, sendo r < R, é: 
а) r(R — ry c) (R? + r?) e) 2x(R — г) 
b) T(R + г)? d) r(R — rYR + г) 


332. 


333. 


(F.C.M.STA.CASA-81) Na figura ao lado temos o 
triángulo retángulo cujos lados medem 5 cm, 12 cm 
e 13 cm e a circunferéncia inscrita nesse triángulo. A 
área da região sombreada é, em cm: 


а) 30(1 — т) 

b) 5(6 — 1,257) 

c) 3(10 — 37) 

d) 2(15 — 81) 

e) 2(15 — 27) 

(U.F.UBERLÁNDIA-81) Na figura abaixo, AB 

é o diâmetro de um circulo de raio 7,5 cm. Se A 
AC = I0 cm, a área do triángulo ABC vale: 

a) 5 45 cm? 


b) 75 45 cm? 
c) 15 45 cm? 
d) 25 {5 cm? 
e) 35 45 cm? 


334. 


335. 


336. 


337. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(PUC-RJ-81) Dados dois discos concéntricos, de raios / e +. a área da coroa circular compreendida 
entre eles é: 


a) 50% da área do disco menor. d) o dobro da área do disco menor. 
b) 75% da área do disco maior. e) a metade da área do disco menor. 
c) igual à área do disco menor. 


(U.F.RS-81) A região representada na figura é limitada por 4 semicircunferências de raio R. A área da 
região é: 
a) 4R? (r + 1) 
b) 2R* (x + 2) 
с) В? (27 + 1) 
d) 4rR* 
е) 2«R? 





(U.FORTALEZA-82) Considere um triângulo ABC e a circunferência nele inscrita, como na figura abai- 
xo. Se o raio do círculo é б cm e o perímetro do triângulo é P cm, então a área do triángulo, em cm, é: 
a)P 

b) 2P 
с) ЗР 
а) 4P 





(F.C.M.STA.CASA-82) Na figura ao lado, tem-se 
uma circunferência de centro C, cujo raio mede 8 ст. 
O triángulo ABC é equilátero e os pontos A e B estão 
na Gircunderência, A área da região sombreada, em 
cm", é: 


a) 16(27 — 343) 


3 
b) 647 
c) 32 (v — 1) 
d) 9643 
e) 16(4r — |3) 





. (CESGRANRIO-82) O triángulo ABC está inscrito no 


semicírculo de centro O e diámetro AB = 2. Seo àn- 





gulo CÁB = 30º, a área da região sombreada é: C 
a) y d) 7-2 
- 
b) = B dba. 
- : ^ O E 
T= 43 
c) 2 
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339. 


341. 


342. 


343. 


442 


(U.E.CE-82) Seja MNP um triángulo de área igual a 
24 ст?. Se NP = 8 cm, então a área, em cm”, do 
círculo centrado em M e tangente ao lado NP em O é: 


a) 167 
b) 187 
c) 327 
d) 367 





. (U.F.ES-82) A figura sombreada abaixo é limitada por semicircunferências e inscrita num quadrado de 


lado f = 2 m. Sua área vale: 
a) 2 m? 

b) (4 — Mm 

c) E - t m? 

d) (27 — 4)m* 

e) (т — 2)m* 





(U.F.RS-84) A área da coroa limitada pelas circunferéncias inscrita e circunscrita a um quadrado de lado 3 é: 


3 42 3 | 9т 9т 
; б = c) 27 da 9-5 





a) 


(U.F.RN-84) Se a área de um circulo é igual a 4r cm”, então a área do quadrado circunscrito vale: 


a) 8 cm? b) 10 cm? c) 12 cm? d) 14 cm? e) 16 cm? 


(U.E.LONDRINA-84) Os lados do retángulo repre- 
sentado na figura ao lado medem 6 cm e 8 cm. A área 
do círculo limitado pela circunferéncia que o circuns- 
creve, em cm, é: 


а) 5x d) 50x 
b) 107 e) 1007 
c) 257 


(CESGRANRIO-84) AB é o diámetro do círculo de 
centro O no qual o triángulo ABC está inscrito. A 


razáo x entre as áreas s do triángulo ACO e S do 


triángulo COB é: 





5 
ә d) 1 
| 43 
E 9-5 
3 
9 


345. 


350. 


. (U.E.BA-84) Na figura ao lado, temos que o ar- 


. (U.F.RS-84) Na figura, o triángulo ABC é equilátero, 


TESTES DE VESTIBULARES 


(U.F.RS-84) O segmento AB é uma corda do círculo de centro O e diámetro /2, com o ángulo АОВ medin- 
do 150º, A área do triángulo AOB é: 


a) 9 b) 942 c) 9 43 d) 18 e) 6 


co AGB é uma semicircunferéncia de raio 3 cm; 


BC = — BD c AB | DE { FC. A área da região 


sombreada, em cm, é: 
a) 54 — 9r 
b) 27 – 9r 

54 — 9+ 
c 
2 
d) 36 

108 — 97 
E A 


e ADC é um semicírculo. O perímetro da regiáo som- 
breada é 4 + т. А área do retângulo circunscrito é: 


а) 2(13 + 5) d) 4 
b) 2(3 + 1) e) 3 
c) (3 + 1) 





. (U.E.BA-84) Seja o hexágono regular inscrito na circunferéncia de centro O e raio 6 cm, conforme a figu- 


ra abaixo. A área da região sombreada, em ст?, é: 
a) 943 

b) 12 43 
€) 15 43 
d) 18 43 
e) 20 43 





. (CESGRANRIO-84) Considere os círculos tangentes 


da figura, cujas tangentes comuns exteriores formam 
um ángulo de 60?. A razáo entre as áreas do menor 
e do maior círculo é: 


] x | 
ww 973 
1 1 
Dz e) 
1 
у= 


(U.F.RN-84) Considere 3 circunferéncias, tangentes duas a duas e de raios unitários. Se М, Ne O sáo 
os seus centros, entáo a área do triángulo MNO vale: 


a) 2 b) 3 с) 42 а) 43 e) 243 
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351. 


352. 


353. 


354. 


355. 


356. 


357. 


358. 


359, 


(U.F.PA-85) A área de um círculo é 5« cm”. Sua circunferência mede: 


a) 107 ёт 
b) 5r cm 
c) 3. cm 
2 
d) ¿Sr cm 
e) [5r cm 
(CESGRANRIO-85) As circunferéncias da figura, de 
centros M, Ne P,sáo mutuamente tangentes. A maior 


tem raio 2 e as outras duas têm raio 1. Então a área 
do triângulo MNP é: 


a) 46 
a 
b) + 
c) 3 
d) 243 


e) 242 








(UNICAP-87) O círculo cujo raio mede o mesmo que o lado do quadrado de perímetro 72 42 cm tem área 
igual a: 
a) 18x cm? b) 36x cm? c) 24v cm? d) 12x cm? е) 6z cm? 
(FUVEST-87) Um comício político lotou uma praça semicircular de 130 m de raio. Admitindo uma ocu- 
pacáo média de 4 pessoas por mé, qual é a melhor estimativa do número de pessoas presentes? 
a) Dez mil. d) Um milháo. 
b) Cem mil. e) Muito mais do que um milháo. 
c) Meio milháo. 
(UNICAP-87) A área do hexágono regular inscrito em uma circunferéncia de raio R é, em unidade de área: 

р2 [ p? [4 p? 2 [4 
a) R? f y) R үз o 283 ау SR o JR 33 

2 2 43 2 
(CESGRANRIO-87) De uma placa circular de raio 3, recorta-se um triángulo retángulo de maior área pos- 
sivel. A área do restante da placa vale: 
a) 97 — 9 b) бт — 9 c) 9r — 10 d) 9x — 12 е) бт – 6 
(ТТА -88) Considere as circunferências inscrita e circunscrita a um triángulo equilátero de lado f. A área 
da coroa circular formada por estas circunferências é dada por: 
T „2 46 2 {з 2 Га 2 й 02 

a) —/ b — т? — y i3 «t — f 
а) 2 b) 2 T с) 37 d) 43 7 e) 5 
(FATEC-89) Dado um círculo de raio А, medido em ст, para que a área desse círculo tenha um acréscimo 


de 8rR? cm”, o raio deve aumentar: 

a) R cm b) 2R cm c) 3R cm d) 4R cm e) 5R cm 
(COVEST-89) Se o comprimento do raio de um círculo é aumentado em 30% de seu valor, entáo a sua 
área aumenta em: 

a) 60% b) 69% c) 80% d) 35% e) 43% 


TESTES DE VESTIBULARES 


360. (COVEST-89) Na figura abaixo, o raio da semicircunferéncia mede 4 cm; o polígono é um hexágono regu- 


361. 


362. 


lar, e o ângulo AÓB é reto. Assinale na coluna I as alternativas corretas, para a medida da área da região 
sombreada, e na coluna Il as alternativas incorretas. 


I и 

a) — а) (3 — 27) cm? 

b) — b) x {3 cm? 
c) — c) (x - 43) cm? 

d) — d) 2 (4r — 3 43) cm? 
e) — e) (бт - 2 4/3 ) cm? 





(ITA-89) Se o perimetro de um triángulo inscrito num círculo medir 20x cm e a soma dos senos de seus 
ángulos internos for igual а x, então a área do círculo, em ст?, será igual a: 


a) 50т b) 757 с) 100r d) 125r e) 150r 
(U.F.MG-90) Na figura, o hexágono regular ABCDEF está inscrito no circulo de centro O. Se AB = 4 cm, 
a área do quadrilátero ABOF é: 
a) 8 42 cm? 

b) 8 43 cm? 

c) 16 cm? 

d) 16 42 cm? 

e) 16 43 cm? 





. (U.F.MG-90) Na figura, AB é o diámetro do círculo de centro O e C é um ponto da circunferéncia tal 


que o ángulo ABC mede 30º. 
Se AB = 6 cm, a área da região limitada pelas cordas BC e AB e pelo arco menor AC, em cem”, é: 





9 43 3T 
ME uu iR та 
b) 9 43 

da... Se 
е re 
038 в 

4 

3, 

dig m 





445 


TESTES DE VESTIBULARES 


364. 


$ 


367. 


(U.F.VICOSA-90) Na figura abaixo, a circunferência de centro Pe raio 2 é tangente a três lados do retán- 
gulo ABCD de área igual a 32. A distáncia do ponto P à diagonal AC vale: 


а) 2 {5/5 
b) 45/2 
c) 45/5 
d) 245 
e) 3 45/5 





. (CESGRANRIO-91) O triângulo ABC está inscrito 


em círculo cujo diámetro АВ mede / e cujos ángulos 
satisfazem a condição É = 2A conforme se vé na fi- 
gura. A área desse triángulo ABC vale: 











3 [3 [3 
а) 7 d) é 
2 J3 ; i3 
b - Lm 
) 5 е) $ 
3 
C i 
) 5 


(U.C.SALVADOR-91) Na figura ao lado, ABCD é 
um losango e A é o centro da circunferência de raio 
4 cm. A área desse losango, em centimetros quadra- 
dos, é: 





(FESP-91) Um triángulo equilátero ABC está inscrito numa circunferência de raio igual a 6 cm. O triángu- 
lo é interceptado por um diámetro de circunferéncia, formando um trapézio, conforme a figura abaixo. 
Podemos afirmar entáo que a razáo entre a área do triángulo ABC e a do trapézio é igual a: 


5 9 
a) 3 d) 4 
9 8 
М Tu 
9 
9g 





368. 


370. 


371. 


372. 


373. 


TESTES DE VESTIBULARES 


(U -C.SALVADOR-92) Na figura abaixo temos dois círculos concêntricos, com raios 5 cn e 3 cm. A área 
da região sombreada, em centímetros quadrados, ё: 


a) 9r 
b) 12x 
с) 16x 
d) 20x 
e) 257 





. (PUC-MG-92) Se o raio de uma circunferência foi aumentado em /0% , sua área, em porcentagem, 


fica aumentada em: 
a) 10 b) 11 c) 20 d) 21 e) 100 


(PUC-MG-92) A hipotenusa de um triângulo retângulo de catetos r, e r, > r, mede 15 m. A diferença 
entre as áreas das circunferências de raios г, e г, é 63r m^. Em mr, a área da circunferência de raio 
r=r, + Р, ё: 


a) 225т b) 2267 с) 441т d) 675т е) 67бт 
(PUC-MG-92) A diferença entre as áreas de um quadrado e de um círculo nele inscrito ё 4(4 — x) m. 
A área do quadrado, em rr, é: 

a) 16 b) 14 c) 12 d) 8 e) 4 


(PUC-MG-92) A área de um setor circular de 2n graus, 0 < n < 180, é E. unidades de área. O raio 
do setor circular é igual a: 


a)542 b) 443 с) 442 d) 3 42 e) 243 


(PUC-MG-92) Um trapézio isósceles tem base maior igual a 6 cm e altura igual a 2 m. Uma circunferéncia 
tem raio igual à base menor do trapézio. Se a área do trapézio é igual a 62,5 (т) '% da área da circunfe- 
rência, em m, seu perímetro é: 


a) 6 + 46 b) 6 + 45 с) 5 + 45 d) 2(6 + 46) e) 2 (5 + 45) 


Respostas dos Testes 
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RESPOSTAS DOS TESTES 


225. a 


EA do 


pompm—osxuumymeumnumuoonrponmrnzggnugtu.ggdormnpnnurnu.nm'uvnupnrn 


ы 
— 
а: ра 
e. 


„ы 
кә 
E * "m . + E т 
оороо ро тт п о о до ор т Оо сът ъй. юйю б ср ссср 


RESPOSTAS DOS TESTES 


В. 


а. bc е 


Cad 
un 
= * К . а 
оар оро гро р © у О к+кчг т р ы б г юш @ © рб,@ сет о рр. 


Respostas 
dos 
Exercícios 





- " 19. 8 cm ou 32 cm 
apítul 
C p uio l 20. AB = 35 cm e BC = 7 em 
" 21. (36 cm e 9 cm) ou (60 cm e 15 cm) 
; | b) V V d) V : 
2) c) ) SE 22. 36 cm ou 45 ст ou 20cm 
2. F b) V F d) V F | 
ч ' ч ' " 23. (BM - MC, AB + BM - AM, 
мау Bv ov v MC + CD = MD, AB = CD) = АМ = MD 
4, 4 retas 24. (AB — AC — BC, CD = BD — BC, 
5. а) V b) V c) V AC = BD) => AB = CD 
(BM = MC, AB + BM - AM, 
MC + CD = MD, AB = CD) => 
=> AM = MD 
an i 
Capítulo II 
6. a) 10 cm b 4cm с) 7ст d) l4cm Capitulo Ш 
7. а) 7 b) 6 
8. a) 11 b) 32 29. a) 31° 10' d) 1119 3 
9. a) 42 b) 24 b) 47? 30' e) 31º 
10. 8 c) 65° 41° 3 
m 30. a) 46? 15' b) 26º 5” 
m m 31. a) 15? 5' 15" c) 44? 44' 30"' 
12. Infinitos. b) 10? 55' d) 390 29' 15" 
Um único. 
i óF ME AV SE AV fF 32. a) 21° IF 30 b) 31? 17' 30 
25 33. a) 23° 24' 27" c) 10" 36' 44, 4” 
"x nh. b) 10% 30' 55"' 
a ii edi M 34. a) 20% b)55* с) 60% d)23 е) 25 
17. AB = 24 cm a TREES 4 
DE з= Pom 35. São adjacentes e suplementares. 
CD = 4cm 37. a) 25º b) 30* 
18. Sai por soma. 38. a) 60? c) 120º 
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39. a) 15º 

40. a) F b) V c) F 
4l. a) F b) F c) F 
42. São complementares. 


Não são adjacentes. 


- 10º 

- 40º e 80º 
- a) 65º 

. a) 108º 


b) 43º 
b) 39º 


. a) 90º — x 


b) 180º — x 
c) 2 (90° — x) 


180º — x 
pa 
e) 3(180° — x) 


d) 


. 60? 

. 67º 30' 
‚ 72° 

. 36° 

. 123° 

. 597 

. 30? 


. 135? e 45? 
- 60° e 120º 


50º 


. 40% 

. 54º 

y» 70° 

. 40° e 140° 
- 156º 

- 36º e 54° 
. 135° 

. 16º e 16º 
. 108° 


b) 10º 
d) E 
d) F 


c) 52? 35' 
c) 86" 45' 


909 — x 


f) 5 


g) E 
h) 90º – + 
3 


1) 3 (180º - 


180% — x 


e)F 
e) F 


al 


5) 
5, 


75. 


.a+a+b+ 6 = 90° 
. 68° 
79, 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


Duas semi-retas de mesma origem que formam 
um ángulo de 180? sáo opostas. 


= а + б = 45° 


64° ои 144° 


Capítulo IV 


81. 
82. 
83. 
84. 
85. 
86. 
87. 
88. 


89. 
90. 
91. a) 45 
92. 
93. 


97. 


a) F 
b) V 


a) Е 


c) F 
d) F 
b) F 


e) F 
f) V 
c) F 


g) V 
h) F 


d) F e) F 


25 cm 

30 m e 30 m 

b) 39 

3m, 6m, бт 

e) LAA, 

f) LAL ou ALA ou 


LAA, 
g) caso especial 


z T, (LAL) Т, = T, (ALA) 
Т, = T, (LAL) T Tio (LLL) 
= Т, = To (LAA,) 


"NM 


. a) 1 = IF (LAL) 


b) I = IM (ALA) 
с) [= ШІ (caso especial) 


. а) SABC = AADC (LAL) 


b) ^ACB = AECD (LAA,) 

c) ACAB = AFDE (LAL) 

d) ..EBA = AECD (LLL) ou 
AECA = AEBD (LLL) 


Porque existem triángulos que tém ALL (ou 
LLA) e náo sáo congruentes. Por exemplo, os 
triángulos ABC e ABC" da figura abaixo: 


B 
Á é comum 
AB é comum 
ВС = BC' 
A C ~=- С 
AC x AC' 


361 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


98. а = 10°; = 12º 
99. 16; 8, AD = CD = AC = 32 
100. 14; 10; 1. 
101. 10; 19; I. 
102. 60º; 9º 
103. Use ALA. 
104. Use ALA. 
105. Use ALA. 
106. ACBA = AFDE (LAA,) 
W7. ABAC = AEAD (ALA) 
108. Use LLL. 
109. Use LAL. 
111. Use ALA. 
AM é bissetriz 


112. H: pem к Т: AABC ё isósceles 





1) Tomemos Р sobre а semi-reta AM сот М 
entre 4 e Ре МР = AM. 
2) AAMB = APMC pelo LAL. 
Desta congruércia obtemos: 
ВАМ = CPM e AB = PC 
3) De BÁM = CPM e AM bissetriz, 
obtemos: А 
CPM = CAM, donde sai que А АСР é 
isósceles de base AP. Entáo: АС = РС. 
4) De AB = PC e PC = AC obtemos 
AB = AC. Então o 4 АВС é isósceles. 


113. Não, 18-5l|< 18 < 8 + 5 € falso. 
114. 18 cm ou 24 cm 


E 26 
. — EX = 
115 < х < 3 
116. 38 cm 
117. 15cm 


119. Use o problema anterior e considere que ao 
maior ángulo está oposto o maior lado. 


120. Do mesmo modo que o resolvido 118. 
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121, 


122. 


123. 


124. 


126. 
127. 
128. 


129. 


Use o anterior. 


я> b 


hip. > cat. = 
а > с 


= 2а > b+c = as = 





Use desigualdade triangular. 


a<b+c 
— 
á=a 


Za<a+b+c = 





а> 8, б> А = B>A 


Use o resolvido anterior. 

Considere os triángulos APN; BPM; MNC. 
Considere o SACA (vide figura). 

¿ma < b+c 

ima > |b-cl 





Use o resultado do problema anterior. 


Capítulo V 


130. 
131. 
132. 


133. 
134. 
135. 
136. 
137. 


a) 50º b) 60º 
a) 60º b) 70º 


120º, y = 75º 
20, y = 50º 


a) x 
b) x 


30º 

160º 

45º 

T 12 
20º, 30º 


| M 


138. 
139. 
140. 


141. 
142. 
143. 
144. 


145. 


146. 
147. 


148. 


149. 


151. 
152, 
153. 
154. 
155. 
156. 
157. 
158. 
159, 
160. 
161. 
162. 
163. 
164. 
165. 
166. 
167. 
168. 
169. 
170. 
171. 
172, 
174, 
175. 


140º 

180º 

a х = 50%, у = 00%, 2 = 70° 
b) x = 40%,у = z = 120° 

a) 50° b) 40° 
a) 110° b) 120° 
a) 60° b) 50° 
a) x = 30°, y = 40º 


b) x = 30°, y = 30° 
a) 40°, 60°, 80° 


b) 30°, 60° 


a) 40° 
a) 360° 
a) 50° 
a) 30º 
b) 55° 


c) 80° 
d) 36° 


+ 90º 
b) 45º 


b) 36º 


с) 


120° 
b) 900° 
c) 70° 


d) 105° 


е) 105° 
Г) 25° 
р) х= 30º, y = 40º 
h} х= 15°, y = 40° 


x = 10% y = 150° 
722 

100º 

52° 

100° 

so 

60º 

15º 

80° 

110° 

55°, 70° 

70º 

65º 

70º, 125º 

130º 

116° 

120º, 30º e 30º 
20º 

28 


a é externo no AA BD e 8 é externo no AACD. 


20º 
2m 
50º 
12º 


176. 


178. 
179, 
180. 
181. 
182. 
183. 
184. 
185. 
186. 
187, 
188. 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


a) 30%, 75%, 750 
b) 105? 


48º, 72º, 60º 
667, 38°, 76° 
36°, 772°, 729 
90° 


6m 


c) 52?30' e 127?30' 


Faca como o 48. 
24º 

20º 

195º 


10 cm 





1) Indiquemos as medidas AB = AC = be 
CD = a, donde obtemos BC = a + b. 

2) Tracemos AP com AP = b, de modo que 
ВАР = 60º. Obtemos desta forma o trián- 
gulo equilátero APB de lado b. 

3) Consideremos agora os triángulos PAD e 
ABC. Note que eles sao congruentes pelo ca- 
so LAL, 

Logo: PD = АС = b е APD = 100º. 

4) De PD = bconcluimos que o ^ PBD é 1505- 
celes. Note que neste triángulo PBD, como 
P = 160º, concluimos que 8 = D = 10°. 

5) Finalmente, de АВР = 60º, DBP = 10°е 
CBA = 40º, concluímos que CÊD = 10º. 


Capítulo VI 


189. 
190. 
191. 
192, 
193. 
195. 


a) 70º, 40º b) 60º, 40º 

a) 65º b) 61º 

110° 

40° 

a) 25? Ь)145° се) 160º а) 40° 
80° 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


196. 70? 

197. 40º, 50º, 40º 

198. 20º 

199. 36”, 72°, 72? 

201. a) 25º b) 20º 


205. 56º, 34º 
206. 80º e 10º 
207. 52º 


208. Considere que a mediana relativa à hipotenusa 
determina dois triângulos isósceles. 


209. A 





la + 28 = 180? 
а + B = 90° = А = 90° 


211. Use LAA,. 
212. Use LAL. 
213. Use ALA. 


214. De fato, elas formam sempre ángulos de 45" e 
135º. 


215. Use caso especial de congruência (4. retângulo). 
217. Não, pode ser paralela ao segmento. 


218. Sendo M o ponto médio de AB, as retas são: 
m E 
paralela à reta AB, por P, e a reta PM. 


219. cateto < hipotenusa; ha < b; ha < c 


1* parte: use o anterior 
2* parte: verifique que 2ha > b+ c—a 


> | 


221. 





Sendo М o ponto médio de DE e indicando 
AB = t, temos DM = EM = f, 

Note que também BM = l. 

Desta forma concluímos que os triángulos 
ABM e BME são isósceles. Indicando os ángu- 
los das bases, obtemos x = 36º. 


222. 





A 5 


Pelo ponto 5 trace SR perpendicular a BC com 
R em BC. 


Note que os triángulos BAS e BRS sáo con- 
gruentes. 

Donde vem AS = RS. (1) 

No triángulo retángulo SRC, temos: 
RS«SC (2) 

De (1) e (2) vem: AS « SC. 


223. 1º) Note que B = É = 70º. Logo BP é bisse- 

triz de B 

2º) No A BPC, temos B = 35°, C = 55°. 
Então, P = 90º. 

3º) No ACBE, BP é bissetriz e altura. 
Então o ACBE é isósceles de base CE. 
Logo, P é ponto médio de ЁС. 

4º) Agora, como no A DEC, DP é mediana e 
altura, concluimos que ele é também isós- 


celes de base EC. Então É = 15º e 
х = 75°. 


Capítulo VII 


224. a) 120* b) 75" 


225. a) 130%, 70%, 95%, 65? 
b) 55%, 105?, 70?, 130? 


226. a) 35? b) 70? 

227. a) 70º b) 100º 
228. a) 220? b) 125* 
229. 180º 

230. a) 80º, 105º b) 125º, 70º 


231. 140º, 40º 


266. 


267. 


. 115° 
. 40? 
. 34 ст 
. 56 cm 
. av 
. a) F 
. aj F 
од) F 


b) F 
b) V 
b) F 


e) V 
f) V 


бу ЯЕ 


c) V 


e)F 
d) V 
c) V 


g) F 
h) F 


f) V 


i) V 
j) V 


c) F 


b) F d) F 


. 12 cm e 8 cm 

. 109 cm e 35 cm 
242. 
243. 
. 70^, 110%, 70%, 110? 

. Se um triângulo tem dois ângulos complemen- 


30 cm e 12 т 
50^, 130º, 50º, 130º 


Lares, então ele é triângulo retângulo. 


. 130? 

. 60º, 120º, 60º, 120? 

‚ 70° 

. 10 em 

- 40º, 40º, 140°, 140º 

. 143º 

. 70º, 110%, 90º, 90º, 160º, 160º 


„ 14 
. 38 cm 


. losango: congruentes 


retángulo: perpendiculares 


. congruentes e perpendiculares 


. lócm e 24 cm 
263. 


10 cm, 6 cm, 16 ст 


. а) 4 


b х= 3, у= 4 
с) x + 10, у = 13, 2 = 19 
d) x = 20, у = 


>. Um triángulo retángulo que tem ит ángulo de 


45? é isósceles. 


Cateto oposto a um ángulo de 30? é metade da 
hipotenusa (use triángulo equilátero). 


Use o paralelogramo que elas determinam. 


273, 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


. Use ángulos adjacentes e suplementares. 
. Use triángulo isósceles. 

. Use LAA). 

. Use base média do triángulo. 


. Usesoma de ángulos de triángulo, soma dos àn- 


gulos de quadrilátero e ángulos correspon- 
dentes. 


Una E com o ponto médio de BC e prolongue 
até encontrar AB e use congruéncia. 


Capítulo VIII 


274. 
275. 


276. 


291. 


.ax=4,y=6 


a V bV 


a) equilátero 
b) equilátero 
с) retângulo 
d) obtusángulo 


a) 3 b) 7 


dV d)V JF DF gF 


e) obtusángulo 
f) retángulo 
g) acutángulo 


c) 9 


„х = у= 12,2 = 5 
. Trace a diagonal BD e Р ё o baricentro do tri- 


ángulo ABD, x — 8. 


. 30? 

«25^, 25°, 130° 

‚70° 

- (50º, 50°, 80º) ou (65°, 65”, 50°) 


b) 4 


. 8) circuncentro e ortocentro 


b) circuncentro 
C) ortocentro 


. 60? 


13 12 
ou —— 


"a HH 

. 120º 

‚ эст 

- 10; note que P é baricentro do triángulo ACD. 
- 33 cm; note que os triángulos RBQ e SCO sáo 


isósceles. 


E] == 


es Bu. ME 
90º + E. 99º + È; 999 + À 
diis ide 2 


Capítulo IX 


292. 


Use soma dos ángulos do triángulo, decompon- 
do o pentágono e o hexágono. 


a) 540º b) 720º 


365 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


293.a) 70? b) 110^ 


294.a) 110? b) 52? 30' 


295. a) 100? 


296. а) 60°, 120º 
b) 90º, 90º 


297. a) 66º 


298.a) x = 54%, y 
b) x = 30% y 


300. 1 440° 

301. 3 240° 

302. dodecágono 
303. 35 

304. 170 

305. eneágono 
306. undecágono 
307. hexágono 
308. 150° 

310. 17 

311. 28 

312. quadrilátero 
313. Sim; quadrado. 
314. 90 

315. 20 

316. 5 

317. zero 

318. 35 

319. 12 

320. 20 

321. 36° ou 144° 
322. 90 

323. 14 

324. 300° 

325. 5 

326. 6 

328. heptágono 
329. 8 

330. 14 e 54 
331. 8 

333. dodecágono 
334. 10 

335, nenhuma 
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c) 90° d) 120° 


63° 
45° 


c) 50° 
b) 150° 


c) 108°, 72° 
d) 120°, 60° 


b) 12° 
299. 1 260° 


Capítulo X 


336.12 


337. 
338. 
.а) 125? b) 145º 
.18 cm, 10 cm 


9 cm 
a) 6 b) 9 


.18 cm, 12 cm 
2 cm, 3 cm, 4 ст 
,a) 140º (^ РАО e ^ PBQ são isósceles e co- 


nhecemos a soma dos àngulos opos- 
tos ás bases.) 

b) 130% (Considere a tangente comum por O 
e prolongue BP, obtendo desta forma 
dois triángulos isósceles.) 


a) 1 b) 0 c) 2 


.a) nenhuma .b)4 е2 аЗ e) 1 
‚Роде; a corda ё um diámetro. 

, Quando os raios estão na mesma reta. 

‚ Е tangente a ambas. 

.Sim; quando esta corda é o diámetro. 


, a) exteriores 


b) tangentes exteriormente 
C) tangentes interiormente 
d) concéntricas 

e) secantes 


1. 24cm e 42cm 

cm e 3cm 

_12cm ou 18cm ou 24cm ou 30cm 
.4m,8m e 21m 


, 45 
.2cm 


‚24 

. Vide ex. 356. 

, P-a; p-b; p-c 
. 20 cm 

.12r 

. 22cm 

.4cm 

бст 


Б + с-а 


2 


SP E 
. 56cm 


370. 6 

371. 18 cm; 10 cm; 12 em e 16 em 
372. 2cm 

373. 20 cm 


374. Use a propriedade dos lados opostos de para- 
lelogramo e quadrilátero circunscritivel e a de- 
finição de losango. 


375. 





Sendo O o centro, 4B o diámetro e CD uma 
corda qualquer que náo passa pelo centro, con- 
siderando o triángulo COD, vem: 


CD < OC + OD = CD<R+R = 
=> CD < 28 => CD < AB 


376. Use o caso especial de congruéncia de triángu- 
los (cateto-hipotenusa). 


Capitulo XI 

377. a) 35" c) 60º e) 50" 
b) 100* d) 25? f) 20° 

378. a) 80° b) 30º c) 60? 

379. a) 35* b) 10º 

380. a) 65" b) 50* 

381. a) 130º b) 245º 

382. a) 70" b) 98º c) 150º 

383. 80* 

384. a) 65º b) 112º 

385. 110º 

386. 45º; 95º 

387. 40º 

388. a) 50º b) 20º 

389. a) 50º b) 10º 

390. 55º 

391. 40º 

392. 35" 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


393. 60º 

394. a) 80º BJ 90° c) 52º 
395. a) 75º b) 72º 

396. 60º, 60º 


397. 70º, 60º, 50º 


398. 2 


399. 80º 


401. 76º 

402. 30º 

403. 105º e 55º 

404. 60º 

405. a) 160º b) 80º 

407. Una pontos opostos e use ângulo inscrito. 
408. Use exercícios 407 e 406. 


409. Note que a hipotenusa é o diâmetro do circulo 
circunscrito. 


410. Vide exercício 409. 


412. ABH, = ACH, (lados respectivamente per- 
pendiculares) 5 
ВН, = АЯ,Н, (considerando о arco AH, na 
circunferéncia de diámetro AB) 
ACH, = AR, Н, (considerando o arco AH, na 
circunferéncia de diámetro AC). 


Capítulo XII 











413. а) 3 b) 12 e 15 d) 6 
10 25 10 18 
414. a) — b) — >) үт 
! 73 AE A * QE 
415. 25 
416. 18 
417. 24 
f 79 
dii. 55. 72.06 
5 5 
419. 12: 18 
4n. 32.15; 2 54 
2 2 
422. 5 cm 
423. 35 cm 
3 
424. — em 52 cm; 2 em 
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425. 80 m, 60 m, 40 m 
426. x = 15, y = 16 
427. Considere DE", com E' em AC, paralelo a BC. 
Usando o teorema de Tales, prove que 
CE' = CE, donde obtém-se E' = E e conse- 
qüentemente DE paralelo a BC. 
428. a) 4 b) 15 ©) ES 
429. a) 12 b) 4 
430. 30 
43. ]5 
432. 5.4 
433. 8 
434. а) 20m ou 15 т b) 9m 
436. 30 cm 
437. 42m 
438. 32 cm ou SL em 
8 
439. 24 m, 36 m, 40 m 
440. 15 cm, 36 cm, 45 cm 
441. 40 cm 
442. 40 cm 
443. 15 
444. BC — 5cm; 
AB = 6 ст; 
AC = 4 cm; 
CS = 10 cm 


Capítulo XIII 


445, 
446. 
447. 
443. 


449. 


a) 21; 18; 15 b) = 
16; 14 

28 

-— cm; 6 cm; — cm 

a) 12 b) 40 


8 m, 10m 
100 cm 


- 36cm 


15 cm 
20 1 


. ea em; 8 em; — em 


. 7,2 т 


465. 


467. . 


- а) 6 b) 


с 2] 
. 10m, 12 т, l4m 
. а) 5: 4 b) 12; 4 


32 


. 8) 9; — b) 7; 10 


3 


(a) 6 22. b) = 5 


12 cm 


a) Use 1º caso de semelhança. 
b) ED = 14 





* 15 om; 25 ст 


. 10 cm 


6; 10 
As. 07 
> 2 
16 cm 
4 ст 


30 (2? caso de semelhanca) 


- 21 cm 


4 


AADB ~ AACE => AD = 2 ст 


Trace o diâmetro CD e AADC ~ AHBA: 
К = 4. 


m 


486. Prolongue FO e use semelhança: x = 8 m. 


487. 





Trace a bissetriz interna AS do triángulo e use 
a semelhanca entre A ACB e A SAB. 
BC = 4,6 m 


Una A e B com О. Dos quatro triángulos obti- 
dos os opostos sáo semelhantes. Da semelhan- 
ca obtém-se x = 6. 


- 91 


AB = «ab 

Prove que ^PST ~ ARQP. 

a6 59 o4 44 OI 13 
a) 3,17 b) 6 

a) 65 b) 9 

a) 2410 b) 2(1 + 42) 

a) 16 b) 13 

20 

6414 cm 

(42 — DR 


2cm ou 3cm 
10 cm 
Á é comum aos triángulos e ADB = ABP 


(pois AB = AC). 
Então são semelhantes pelo 1? caso. 


Capítulo XIV 


506. a) 5 b) 12 c) 47 d) 343 
507. a) a43 b) Ex 
508. a) 12 b) 24 c) 20 d) 8 


510. 


511. 


512. 


527. 


540. 
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a) 2,29 b) 9 
Não «пша de 
b + al = п>, 
c T а? = m, 
1 1 1 
$ = ; 
m? n? a? 
a) 6 b) 3 c) 8 d) 9 
60 25 144 
I X cd 
1 13 13 я 
а) 10; = b) 4; 443 
а) 5 b) 2 
144 25 60 
"WR B 
9,5 
а) 9 b) 5 c) ; 
a) 12 b) 5.3 
a) 13 b) 6,2 
a) 6 b) 12 с) 5 ou 45 d) 17 
a) 17 b) 10 
a) 5 b) 10 
4/3 
mu 
a) 5 b) 4 9 d) 4 
a) 6 b) 12 c) 247 
a) 2413 b) 7 
a) 12 b) 12 
a)óm b) 17 m 
48 
a) ES b) 12 
a) 2 т Бу 24 m 
"EH уб 
5 
542 m 
2413 т 
24 т 
443 т 
1243 m 
8m 
547 
4 
A a 
5 
17 т 
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541. 5m e 10m 














576. (3 fem 24 2)a 
542. 10 m 
E — 
543. 10 m em, 2-1 
544. 30m e l6m 2 
545. 8m 578. 30 cm 
48 36 64 579. (1) Considerando E entre as montanhas, 
546. ERE x co obtém-se 3 478 m aproximadamente. 
(2) Considerando a menor entre E e a maior, 
547. 5 3.29. 12. obtém-se aproximadamente 1 421 m. 
5 a X 580. 6 cm 
a3 R 
Bh 581. — 
548. > s 
549. 2m 582. 24042 + 1) ст 
550. 20 m; 15 m 583. al a 
16 
551 "A 584.3 m 
552. 30/13 km 585. 4(3 + 43) cm 
553.3m 586. 48 cm, 50 cm, 64 cm, 36 cm, 14 ст, 100 cm 
| 2 
554. 8 587. E. г > 
555. 3 cm a^ — 4r 
556. 248г 588. 4/2 bc 
557. 10 du 
558. 36 cm 589. Use Pitágoras. 
559. 12 cm 90. 21. (h + Jh? – а?) 
sm boom 591. Note que o А ЕОС é retângulo em О. 
561.21 em 592. Use o teorema das bissetrizes. 
562. 12 cm A 
8/15 593. Sendo O o ponto médio de AB, o А EOD é 
563. v em retángulo em O. 
564. 842 cm 1 3 3 
565. 2Íxy 594. a) ES b) Ez c) X 
à | ITI 
.5 em TEE am 
566 595. a) 1 b) > c) 6 
567. 12 i " 
568. b? — 3, b > 43 596.3) — b) 43 о = 
569. 12 ст 597.а) 10 b) 342 c) 10 
570. 5 em Ё 598.а) 6,2 с) 36 
. 1243 6, 7 — | = 
ШЕ соп ве оина b) 2/3 d) 16/3 
572.10 m а. 
r 599, a) 6; 6,3 
ЕР b) 8; 443 
574.4 c) 6/2; 6 
2-42 d) 18; 6/5 
БЕ e) 12; 10 
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600. a) 


E. | 





Prolongando o segmento de 3, acha-se a, de- 
pois b e depois de x? = b^ + 3% obtém-se 
x= 6/7. = 

b) Prolongando o segmento de 43 até encon- 
trar os dois lados do ángulo de 60º, obtém- 
se um triángulo equilátero, donde x = 6. 


. 8/3 т 


6/3 m 
4/5 m 
3/2 m 
2/5 m 


. 459 
ауз { 2a/3 








3" 3 


. 158 + 43) m 





E - a; 45 — 242 а 
3 


b 
5m 


2 


. 30° 
. 2003cm e 240 ст 


. 2 dm 


621. 


622. 


. a) Cálculo de x 
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es 
5 
a 
y (sen a + cos q — 1) 


2/3 + 1) ст 





Considerando as medidas indicadas na figu- 
ra, temos: 


f é е 3/3 
2 
x! = 32 + (6 – hy 


Então: x? = 9 + (6 – 3/3) = 
=> x=6/2-/30ux = 30/6 – {2) 





Cálculo de y 














d Eb us MD 
6-a 3 6 —a 
== а = 3(/3 – 1) 
а 2 a 
Ben dE) de — в E ro 
y 2 y 
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b) Considerando as medidas indicadas na figu- 
ra, lemos: 

















tg Ё = РА sa x ca 
6+ 3,3 2443 
6-a 
tg ё = = 
= а 1 —а=5з+у3 
24,3 
Agora: sen 45º = 2 = 3. 3-443 
X 2 X 


-9x-—3424 46 


Capítulo XV 








[3 1 
634. ау = — 
a) 3 d) 2 
43 (2 
Bhce dr 
5 
= P = 
c) 5 ) 
625. a) 6,2 b) 6,6 
626. a) 4,3 b) 942 
627. a) 642 b) 1242 
628. a) 105? b) 45% ou 135? 
4/6 
629. «8 cm 
630. 1043 cm 
631. 30º 


632, Lei dos senos e propriedade das proporções. 
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633. Lei dos senos e propriedade das proporções. 
634. Lei dos senos e propriedade das proporções. 
635. a) 17. b) 3 
4 

636. 3) 3; 4 b) 1; 242 
637. a) 3 b) 2/3 
638. a) 14 c) 10 

b) 5 d) 24643 + 13 
639. a) 60º b) 120º 
640. 14 cm e 24129 cm 


- a) acutángulo 


d) acutángulo 
b) obtusángulo e) obtusángulo 


c) retángulo 


- Obtusángulo 
: 12 т 

.6m 

. 24 т 

- 8 cm 

"бст 


. 12 ст 


Náo, pois o triángulo teria dois ángulos 


“obtusos. 
‚2 


T 


16 


-20 


— 


. 1343 
. $410 cm 
. J46 cm 


a 447 m; 4419 m 


6/7 ст; 643 cm, 24 cm 
Náo, use a lei dos cossenos. 
y 2a? + 2b? == c 


. Vide teoria. 
666. 
667. 


Vide teoria. 
60º 


669. 


670. 


34,2 + 6) ст; 
34443 + 14 cm 


Note que À e C são suplementares. Aplicando 
a lei dos cossenos nos triángulos ABD e CBD, 
obtém-se BD = 14 m. 





1) Considere um ponto Q externo ao triángu- 
lo ВО = 5 e CO = 7. Note que 
APBA = AQBC (LLL), donde obtém-se 
PBO = 60º. Então A4PBO é equilátero. 
Logo, BPQ = 60º (a = 60º). 

2) Aplique lei dos cossenos no 4 РОС, 
Obtém-se 8 = 60º. 

3) а = 60°, В = 60° = ВРС = 120º. 
Aplique lei dos cossenos no ^ ВРС. 
Obtém-se x = {129 cm. 





b) 419 


414 — 8/14 (M с 
m; m; n 
3 " 2 3 














5 | 
cm; 1247 cm 


ime? + nb” + mn(b? + c? — a?) 


m + n 


.6;8 

. 18; 9 

. Ver teoria, item 206. 
. Ver teoria, item 207. 
. Ver teoria, item 209. 


. Ver teoria, item 210. 


Capítulo XVI 


a) 60%, 30?, 30? 
b) 36º, 72º, 108º 


701. 


702. 


E 


J 


$ 


709. 


SSESRE 


„13° 
= 9° 
. 360 lados 


24º 


.a)2 


b) 3 
c) 4 


d) 5 


126 
1 800º 
18 


. 2 520° 


17 
54 


. 20 e 24 


. a) 3,3 m 


b) 243 m 
а) 8/2 т 
b) 442 m 


a) 12m 
һ) бт 


с) 3.3 т 


. a) 642 т 
. 8) 6/2 m 
.a)3m 
.a) 12 т 
. a) 642 ст 


. а) 6,2 т 


a) 2 cm 


b) 4,3 cm 


с) 2 cm 
d) 4 cm 


. 2 160º ou 2340? 


c) 43 m 
d) 43 In 
c)4m 
d)4m 
e) 333m 


b) 12m c) 43m 


b)6m c) 643 m 
b) 343m с) im 
b 43m ОХ 1243 т 
b) 6/3 т с) 6m 


b) 443 т c) 12m 
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719. 


711. 


712. 


713. 


714. 


715. 


716. 


тїт. 


718. 


719. 


720. 


721. 


723. 


cm c) 543 cm 








ua | to 


| 4 45 


2 
(/5—-1)m 
Vide problema 4 da teoria. 


Note que o apótema do decágono regular, o 
raio R da circunscrita e a metade do lado do 
decágono formam um triángulo retángulo com 
um ángulo agudo de 18^. 


45 =] 


Obtém-se sen 18° = 1 





Vide problema 5 da teoria. 


Ё 
Note que as, E e R formam um triángulo 
retángulo com um ângulo de 36º. Daí vem: 
J10 — 2/5 





sen 36° = 1 
3E 
cos 72º = 55 - 
4 
410 — 245 
cos 54° = AN 
4 
sen 549 = AS +1 
4 
724. Use a lei dos senos, £, e o resultado do proble- 
ma anterior. 
t ==: 
| E 
a) sen 729 = 0245 + 10 
4 
4245 + 10 
b) cos 18° = ME зр 
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721. 


728. 


729. 


730. 


731. 


732. 


O ángulo central ao qual & é oposto mede 45°. 
Então: f = Ry2— 42. 


- {4 EHN 
ка + 2/2; 2 + 1); N2 + {2 


си 


R=- 


bo | ~ 


d 


b) AE 
c) AC 


ү 
E 


0 + 10 + 245 
d) AD = E 14 + 6/5 


a E: 
= — (45 — 1 
X 2 (s ) 
& sir 
dep E 1 
х > (45 + 1) 
E 
d = F (45 + 1) [Use o problema anterior.] 


a) Como os triângulos A'AB, B'BC, CCD, 
D'DE e E'EA sáo congruentes e isósceles de 
bases AB, BC, CD, DE e EA, concluímos 


= Вы =D D = Ё (1) epor 


diferença obtemos 
AB'=B'C'=C'D'=D'E'=E'A' (2). 


De (1) e (2) decorre que A'B'C'D'E' 


é pentágono regular. 


que Á' 


b 


— 


Aplique duas vezes o problema 728. 
Obtém-se E (3 — 45). 


Capítulo XVII 


733. 
734. 
735. 
736. 
137. 
738. 


739 


740. 


741 


a) lór m b) 26r cm 
b) 30r cm с) 36r cm 
b) Ібт cm 


b) 32x m 


с) 12r m 
а) 457 cm 
a) 48r cm 
a) l2rm 
2057 cm 
2807 m 


“ST cm 


5 


== um 


2 


"2 cm 


742. 


743. 


744. 
745. 


147. 


Aumenta em 4т m. 
Aumenta em бт m. 
Aumenta em 2ra m. 


TT 4 
2r 

Duplica. 

180° 


2 rad 
Aumenta 2rk. 


2тК гаа 





150 
== Y 
T 


- 10 350; 94 


. Jom; 2007 m 


4 


= Tem 


Aproximadamente 314 m. 


300 


€— сш 
T 


. 125 cm 
. Aproximadamente 95 m. 


. É igual. 


45 
— ¿Mm 


. Aproximadamente 15 900. 
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4/27 cm 


2 


. 5,27 cm 


4 cm; 1642 cm 
20(3 + т) cm 
4(343 + 2x) cm 


- Use o teorema de Pitágoras. 


Capítulo XVIII 


776. 


792. 


HI 
Il = П 
I 
H = Ш 
H 


a) | 
b) І 
c) I 
d) I 
e) I 


Uo wm Won 


Mesma base e mesma altura. 


Sim. Base horizontal igual a base vertical e al- 
turas relativas iguais. 


. Nào. 


Nào; a base do triángulo é o dobro mas a altu- 


ra nào é a mesma do quadrado (é = dela). 


Não; mesma base e alturas diferentes. 
Dobrara. 


A diagonal divide o paralelogramo em triângu- 
los equivalentes. Por diferença concluimos que 
os retângulos sombreados são equivalentes. 


. Vide exercício anterior. 
. Sim; vide teoria, 
. Vide teoria. 


. Vide teoria. 


Como os quadrados maiores sáo congruentes 
eos triángulos retángulos sáo congruentes ob- 
temos: P, = Р, + P, 


- APAB = ADAB 


AP'A'B' = AD'A | => ADAB = AD'A'B' 


E como a diagonal do retângulo o divide em 
triângulos equivalentes, concluímos que os re- 
tângulos são equivalentes. 


. Considere os triângulos CBG e ABE. Pelo LAL 


eles são congruentes. Do problema anterior de- 
duzimos que o quadrado e o retângulo som- 
breados são equivalentes. 


Aplique duas vezes o exercicio anterior. O res- 
to sai por soma. 
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Capítulo XIX 





816. 9 


ah | /a-a3 2/3 
REA as m (nw. 


4 


818. а) 25.3 m? b) 12/3 m? 
819. a) 96,3 m? c) 72,3 m? 
b) 24, 3 m? 
820. а) 2/2 m b)6m с) 43 m 
821. а) 50 m? d) 64 m? 
b) 24/3 m? e) 72/3 n? 
c) 2243 m? f) 75/3 m? 
822. a) (6m b) 43 m с) «3m 
824, 36 т” 833. 45,5 m? 
825, 54 m° 834, 256 m? 
826. 100 m? 835. 95 m? 
827. 60 т? 836. 24 m 
828. 108 m* 837. 600 m^ 
829. 84 т? 838. 96 m? 
830. 3443 m? 839. 3 m; 15 m? 
831. 116 m° 840. 24 m? 
832. 96 m* 


841. Cada triángulo lateral tem o dobro da área do 


triángulo dado. 


842. —— = 





793. a) 36 m? g) 40 m? 
b) 40 m? h) 12 m? 
c) 18 m’ i) 18 m? 
d) 24 m j) 15 m? 
e) 32 m k) 21 т> 
f) 40 m? 1) 24 m? 

794. a) 6m d)2m 
b) 10 m e) 3m 
с) “т f) 4m 

795. 6 m 

796. a) 120 m? c) 81,3 m? 
b) 48/3 m? 

797. а) 28 m? c) 24m? 
b) 90, 3 m? 

798. a) 60 m' f) 18,3 т> 
b) 48 m? g) 1243 m? 
c) 16,3 m? h) 72.2 m? 
d) 9/5 m? i) 14 m? 
e) 32/3 m? 

799. a) 120 m? с) 96, 3 m? 
b) 7242 m? 

800. a) 210 m? d) 32,3 mi 
b) 180 m* е) 2143 m? 
с) 30 m? f) 30,3 m? 

801. 80 m? 

803. а) 20 m? b) 202543 + 48) m? 

#804. 4 cm 

805. 4 cm; 6 cm 

806. 12 cm; 6 cm 

807. 24 cm? 

808. 10 cm; 6 cm 

809. 112 em” 

810. 135 cm” 

811. 864 cm” 

sai 2543 

"ай 

813. 8 ст 
729 á , 

814, n cm 

17 
815. + 
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As áreas indicadas por letras iguais sao iguais 
porque os triângulos têm bases congruentes e 
alturas iguais. 

Pela mesma razáo, temos: 


2B + A = 2C + A, donde B = C. 
Analogamente obtém-se A = B. 
3 11 


D : " di 
844. а) -7 k b) S с) "Hh d) 24 * 


845. ау 17 | l 
60 5) M 


846. Observe que o ponto £ é baricentro do ABDC. 


Daí sai que área EMC = +5. 





Observe as notações x, 5- Зу е 2y na figura 
e ainda que: 
E LUE 
x + > + 2y = 2 s 
X : k 
LM NES ib mes 
ote. 
— auus 8 
Dai conclui-se que x = — К. 
39 
848. 





Ligue A com F. Sendo x a área do AFVC, a 
área do AFVA será 2x. 

Sendo y a área do AFAR, a área do ЛЕВЕ se- 
rá 2y. 

Observe que: 


27 4 
Dai sai х = — k = — k 
NT 
Use analogia e chegue á resposta, que é área 
5 3 
DEF = : k. 


É => 
851. 7-425 + 10/5 
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849. 22 + 1) Ë 


5 Ге pl 
45 + 245! 


mo AE 
852. T0 + 245 


853. (2 — (2) 


854. 





Observe que: 
8M+x+40 a (40 a 
y+35+30 b 30 b 


Siga este caminho e ache x — 56 e y — 70. 
Dai se deduz que a área pedida é 315. 


855. a) 30 m? c) 9.3 т> 
b) 12,2 m? 
856. S = 2A. = 2 (3 ab sen a) 


S = ab sen а 


857. a) 90 т? с) 40,2 m? 
b) 36, 3 т> d) 96,3 m* 

858. 32 m? 

859. 162 m? 


860. Some as áreas dos quatro triángulos. 











861. a) 10, 3 m? c) 8,21 т> 
b) 24,6 m* 
= 160, 231 
62. a) 45 pj ce 
862. а) + = 
863. а) 8,14 m? с) SM m e A a 
28 
4,14 4, 14 
B). | 
) 7 m d) 5 m 
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864. 4.3 888. a) Ligue B com D e some as áreas dos 
" I 3 triángulos: 
865. 50,3 ав 16/3 m? 
866. 320 cm” | аса 
uU" b) Prolongue AB e CD e subtraia as áreas dos 
867. 12a triángulos: 
868. 48 em” 46 J3 m2 
h2,3 
869. 3 889. Prolongue os lados de modo a obter triángulos 
E зы equiláteros: 
| 48,3 cm 
870, 48 5243 m? 
871. 270 ст? 
872. 150 cm? 590. 
bc 
873. E 
874. а? 
875. 2(3 + 1) em? 
7003 , 
876. m 
11 
3R?,3 A área pedida é 3 vezes a área do triángulo som- 
877. —1 breado: 
= 5 72 m? 
878. 3.3 г“ 
— 891. Obtenha 2 triángulos: um de altura 2а e outro 
To, Use Pitágoras, de altura 2b: 
880. — 4ab 
4 sen a 
Wt. on 892. a) 25z m^; 107 m 
882. + em b) 367 m^; 127 m 
-A2 
S md Jd 
25 4 
883. == y XI 
12 d) 527 m^; 4/13 т m 
884. 12(42 + 1) ст е) 36x mi; l?r m 
885. 50/3 m? f) 81x m^; 187 m 
в) 8lr m^; 187 m 
886. - s 
893. a) 1007 m“ b) 2897 m^ 
894. a) 847 т> c) 48r m? 
b) 257 m? 
895. a) 4т m? c) 30 m? 
b) 7r m? d) 18 т? 
896. a) 9007 cm” d) 1 200z cm? 
b) 6007 cm” e) 1707 cm? 
c) 4507 cm? A 
ax ay az ah 2 
— + SE + = = — 
2 2 2 2 в 
X4 94*-2-Hh 891. a) 7 (x 202) т? 
12 ab b) 3 — 3) m? 
4 c) 34x — 343) m? 
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898. a) 1227 — 3,3) m? 


903. 


$E SFR: 


b) 36(x — 2) m^ 
c) 1881 — 2, 2) m? 
d) 12(57 — 3) m? 


a > 
. l6z cm“ 








(27 — 3, 3)R? 
12 
(4— 2)R* 
m — 
4т =“ 343 
12 
г) 322 a2 
8 
Se — 3 
|. 


R? 





R2 


. 8lr cm? 


а) 8(r — 2) т> 

b) 427 — 3,3) m? 
c) 4(4x — 3,3) m? 
d) 4(4 — т) m? 

e) 182,3 — т) m? 
Г) (343 – т) m? 


. Hr — 2) 


(3/3 – ж) г? 


. 50(2т — 3,3) em? 


. 3(4т TN 3.3) em” 


= 3 d-r 











T—242 3 т-2 
Ar a = 
909. a) 3 a с) 5 

b) 4 >> Ж ч 
2 

910. а) 8(4 – т) cm” b) 4(4 — т) cm” 

8 — Y 3 7 
911. а) —., m c) (4 — т) cm 


912. 


913. 


914. 


915. 


916. 


917. 


918. 


021. == 


923. 
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b) Mm — 2) cm? 


4-т > 
a” 
8 





(3 — 2,2) a? 
16 
b) 100(4 — т) 


c) = (243 $) 


a) 


d) 12(27 — 3,3) 
e) E (47 — 3,3) 
25(2, 3 — т) cm? 
a) 64r cm? 

b) 1927 cm” 

25+ 


а) 25т ст” 


; 1257 3 
b) ——— cm" 
) 1 cm 


98 em” 


. a) 18x + 2,3) 


: 
TR“ 


b 
} 3 


тг? 


(27 — 3,3) cm? 


= (12 + dm-m)9ems« 
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925. rr? 944. 2(343 — m) 
926. 2(4 — т) cm* 945. Use área do setor. 
а? 
927. B 946. S, = 5, + 5; 
NM 947. 453 — 115) po 
) EA 54 
+63 - 
c) ————— RH 948 9r 2 
Д = — — (m 
928. г? 


949. Trace um quadrado pela interseção das duas se- 
micircunferéncias. 


4 DNE 
. — (137 — 12,3 
= 9 чк хехе 950. Trace o triângulo retângulo АРВ. 





2 
ES 3 i at 
930. 2 (27 - 3/3) m? 951. ML. 
6 & 
da TS 2 952. Mostre que A = В= С= D 2% 
931, —————— а 
12 4 
338(4т — 3,3) , 953, ábe o 
—— ^. 4(р-а) (p-b) (p—c) 
933. 35 (243 — т) cm? 954. 307 cm, 117 cm 
4 40 5 
934. = (2 + «27 — 27) cm? 955. 3 
5 956. Use área do triângulo. 


: (442 + v — 4) cm o 
957. 25,3 cm? 








"E 343) R? 958. 9r 
936. (3 + 22- x) P? 959. 23 
2 
937. 9x cm”; 497 cm”; 1217 cm? 
964). Sim 
938. 2 
961. 
939. 25r 
24 Em 
з 962. 2 "n 42 h 
940. 2 2 
4 
941. 3(2т 343) cm 964. 17 т 
І0т + 343 
966. 10 cm 


2 
Fa г 
943. (5x — 643) e 967. 100(3 — 45) cm? 
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978. 3(/3 + 2) R? 
979 
Qí/3-1) , 
"A. — e 
981. 9(2 — (3? R? 
la 
982. 3 
9 
983. 24r* 
25 
984. 4. 
25 
ss 28 + 243) 
3 
987. уз cm 
ова 20243 — 1) mr 
3 
989. б(4т — 3/3) cm? 
990, 97 1243) 2 
3 
991. 347 cm 


i драг 


. 45-1 


. 200(1 + 42) cm? 


* 7 242 cm? 


. 204/3 – DR? 


Я 28943 em” 


е 2d? 


13 


4 





- 30? ou 150? 


+ Use área do circulo ex-inscrito. 





993. 


994, 


1001. 


1002. 


1003. 


1004. 


1006. 


1007. 


1009. 


1010. 
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23-32=43)7 , 
A QS m. a 


12 cm 





1728 2 
— — CI 
D- 


. É o isósceles. 


16 por 13,5 


Use semelhanca de triángulos 


5.10 - 245 cm? 


As dimensões do retângulo são: 


Jd + 22? + yd? – 22? 
TT е 
х 2 
4d? + 22? — qd? – 22? 
2 
onde d é o diámetro do círculo. 


d > lal/2(Sed = a/2temos o quadrado.) 


Ja? + 480 + Ja? — 480 
TD 

[3 . 35 ER 

va” + 480 — уа? — 480 
2 


4,30 cm 
Use área do triângulo. 


3(5т — 6/3) m? 
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1011. 





Note que o triángulo original e os triángulos 
de áreas A, Be C sáo semelhantes. Sendo 5 
a área do triángulo original, temos: 





HN qo a o dia Н! 
(a + b + cy a? b? c? 

5 ЧА NB. XC 
atb+c a b œ 


S = (JA + 4B + ¿CY 


1012. A área procurada é igual á área de um qua- 
drado de lado x mais 4 vezes a área do seg- 
mento circular sombreado nesta figura. 





1%) Cálculo de x? 


2° 


id 


3°) 


х? = а? + а> – 2а · а · соѕ 30° 


3 
x! = 2а? – 2а? · — 
2 
x? = (2-43) а? 
Cálculo da área do segmento circular 
| 2 
Aeg. © болог“ Ад к: qo» “4 » 
1 та? 
— —— а :а · sen 30º = —— — 
2 12 





сж кылу 
4 ] x 


Área da região sombreada 


A, = х? + MA] = (2-3) + 


ET 
+ ==] 2 
E JE 


-(+1-3), 


(т+3— 33) а? 
"n E 


